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Presentacion

—

En la Editorial Planea estamos comprometidos por ofrecer materiales di-
ddcticos de alta calidad, apegados al Nuevo Modelo Educativo de la Edu-
cacién Media Superior, basado en la premisa de desarrollar en ti joven
estudiante un aprendizaije situado en tu entorno, que te ayude en tu dia
a dia, adaptandote a los cambios y brindarte un constante aprendizaje
inclusivo, pluricultural, colaborativo y equitativo, basado en los principios
de la Nueva Escuela Mexicana.

Este libro se encuentra apegado al 100 % al programa de estudio basado
en progresiones de aprendizaje del NME de la EMS, abordando las cate-
gorias y subcategorias para lograr los aprendizajes meta que propone el
programa de estudio para el Bachillerato Tecnolégico para Temas Selec-
tos de Matematicas Il

Estas progresiones, se encuentran organizadas en tres unidades de
aprendizaije, la primera aborda los “Limites y funciones de fendmenos
N naturales y sociales”, donde se analiza el comportamiento de las suce-
i siones de nimeros reales, las propiedades y teoremas de los limites y el
modelado de fendmenos naturales y sociales; la segunda unidad deno- ‘

minada “Fundamentos de cdlculo a fendbmenos naturales y sociales” se
deduce la tasa de variacion, comportamiento de las funciones y el cdlcu-
lo de dreas de superficies de las funciones de este tipo de fendmenos;
en la tercera unidad de aprendizaje “Modelos aplicados a los fendmenos
naturales y sociales”, se aborda el teorema fundamental del cdlculo, la
aplicacion de laintegral y el modelado de ecuaciones diferenciales.

Este libro, disefiado para ti, trata ayudarte a comprender los conceptos,
propiedades vy relaciones del pensamiento variacional para la modela-
cion de fendbmenos naturales y sociales aplicando los conceptos del cal-
culo diferencial e integral.




La Nueva Escuela Mexicana NEIWE,

. \ La Nueva Escuela Mexicana (MEM) parte de un diagnéstico donde la educacion se enten-

dia como tres ciclos sin conexién, la educacién basica (preescolar, primaria y secundaria), la
educacién media superior y la educacién superior, con base en este diagndstico se construye
una propuesta donde la educacion debe ser entendida para toda la vida, bajo el concepto
de aprender a aprender, la actualizacion continua, adaptacion a los cambios y el aprendizaje
permanente.

La NEM propone un plan de 23 afios en los diferentes niveles educativos, los cuales estén
interconectados entre si, donde se potencialice la formacion integral de las nifias, nifios,
adolescentes y jdvenes con el objetivo de promover el aprendizaje de excelencia, inclusivo,
pluricultural, colaborativo y equitativo a lo largo de su formacion.

Para alcanzar el bienestar y la prosperidad incluyente, la NEM se fundamenta en los siguientes
principios:

Fomento de la identidad con México. El amor ala patria, el aprecio por su cultura,
el conocimiento de su historia y el compromiso de los valores plasmados en la
Constitucion Politica, son las acciones que forman este principio.

Responsabilidad ciudadana. El principio implica la aceptacion
de derechos y deberes personales y comunes, el respeto por los

P

valores civicos por parte de los estudiantes formados enla NEM es l'.l'-ii -
esencial para transmitir los valores de honestidad, respeto, justicia, ' "‘-.j"l’;_'_:i ‘I
solidaridad, reciprocidad, lealtad, libertad, equidad y gratitud. ,_1_,9? 2

Honestidad. Se destaca este valor dentro de la
responsabilidad social de los estudiantes, el cual per-

mite formar una sociedad con base en la confianza y
el sustento de la verdad de todas las acciones para
permitir una sana relacién entre los ciudadanos.

Respeto de la dignidad humana.
Promover el respeto irrestricto ala dig-
nidad y los derechos humanos de las
personas, con base en la convicecion
de la igualdad de todos los individuos
en derechos, trato y oportunidades.




Respeto por la naturaleza y cuida-
do del medio ambiente. La concien-
cia ambiental favorece la proteccion
y conservacion del medio ambiente,
la prevencién de la contaminacion
y cambio climatico comienza con la
educacion del desarrollo sostenible.

Promociénde lainterculturalidad.

El aprecio y la comprensién por la
diversidad cultural y lingGistica, asi
como, el diﬁlogo y el intercambio %

cultural es una fuerza motriz para
tener una vida intelectual, afectiva,
moral y espiritual.

Participacion en la transformacién de la sociedad.

N\ |/, La superacién de cada persona por iniciativa propia
es la base de este principio, el sentido social de la
educacion permite construir relaciones cercanas,
solidarias y fraternas que superan las indiferencias y

la apatia por transformar la sociedad.

Promocién de la cultura de la paz. El objetivo de loa agenda
2030 que promueve “Pagz, justicia e instituciones solidas”,
tiene como fundamento promover sociedades pacificas,
inclusivas, que faciliten el desarrollo sostenible, el acceso a
la justicia para todos y la construccidn a todos los niveles de
instituciones eficaces e inclusivas que rindan cuentas.




Conoc,e tulibro

Dentro del libro se encuentra desarrollado el Nuevo Modelo Educativo de la Educacion
Media Superior, el cual se basa en un programa de estudio por progresiones de aprendizaje,
las cuales se desarrollan en tres momentos que son:

Apertura. En este pri-
mer momento se busca
despertar el interés y la
motivacion del estudian-

te por el tema que se va )}\( :
a abordar. '

Desarrollo. Se presenta

el contenido y se redliza

:'@:: una explicacién clara y

—~ detallada de los concep-
tos clave.

Cierre. En este dltimo
momento se busca con-
solidar los aprendizajes
y hacer una evaluacién
del proceso.

A" ",

También se encuentran las secciones:

Evaluacion diagnéstica. Se encuentra al inicio de cada unidad de aprendizaije,
ayuda a identificar las fortalezas y debilidades con los temas que se van a abordar.

Aprendizaje situado en contextos:
~

S 2

Escuela Comunidad

Practicas transversales.

Donde se enlazan los aprendizajes de los recursos socio-
cognitivos con las disciplinas de las dreas de conocimiento.

Tk

Practicas socioemocionales.

El curriculum ampliado se vincula con los recursos sociocognitivos, areas

de conocimiento por medio de los diferentes dmbitos de los recursos '
socioemocionales que estdn presentes en este tipo de actividades.
|
6




Practicas de aprendizaje. La mejor manera de aplicar los conocimientos y
habilidades aprendidas es através de este tipo de prdcticas, las cuales estan
numeradas, ubicadas en un contexto de aprendizaje y potencializando un
) principio de la NEM, como se muestra en el siguiente ejemplo:

/4 Practica de

Lectura NEM. Es una actividad de comprension lectora que aborda
uno de los principios de la Nueva Escuela Mexicana. o

Evaluacion de la unidad de aprendizaje. Son reactivos que abordan

los temas de cada unidad de aprendizaje. = -
Subcategoria
de aprendizaje

Categorias de
aprendizaje

Categorias, subcategorias y metas de aprendizaje.
Cada progresion tiene al inicio las categorias, subcate-
gorias y metas de aprendizaje que aborda su contenido
como se muestra a continuacion:

Metas de
aprendizaje

Proyecto Aula - Escuela - Comunidad (PAEC). En
y estos codigos QR podras realizar las actividades
) de las progresiones que son parte del PAEC.

Iso, él te explicara la progresion de manera e
dindmica, escaneando el codigo QR.

Maestro Iso. Cadavez que veas al maestro 4 Eﬂ

[t
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Progresiones de aprendizaje

Explora las propiedades y criterios especificos que ayudan a determinar el comportamiento de
una sucesion de nimeros reales (convergente, divergente, oscilante), considerando ejemplos
concretos.

Asume propiedades y aplica teoremas sobre limites para comprender el comportamiento local
de fendmenos que son modelados a través de funciones reales de variable real.

Modela diversos fenbmenos naturales o sociales empleando diferentes tipos de funciones rea-
les de variable real, considerando la continuidad de la funcién o sus posibles discontinuidades.

Cuantifica e interpreta las tasas de variacion de fendmenos sociales o naturales empleando la
nocién de derivada.

Calcula e interpreta puntos méximos y minimos locales, puntos de concavidad y convexidad y
demas elementos que permiten entender el comportamiento de una funciéon que modela un fené-
meno de interés social o natural asumiendo y aplicando teoremas del calculo diferencial.

Estudia el problema del célculo de dreas de superficies determinadas por funciones simples y
aplica propiedades basicas de la integral definida para poder encontrar dichas é@reas, como por
ejemplo, que la integral de la suma de dos funciones integrables es la suma de las integrales o
que la integral de una funcidén por una constante es la constante por la integral de la funcion, etc.

Analiza el teorema fundamental del calculo para comprender que la derivacion y la integracion
SON Procesos inversos.

Revisa alguna aplicacion de la integral como pueden ser el cdlculo de volimenes de revolucion, el
concepto de trabajo en las ciencias naturales o la longitud de arco, asumiendo teoremas que les
permitan hacer los calculos necesarios.

JII I TTTIFE

Modela situaciones utilizando ecuaciones diferenciales de la forma df/dx = ax, resolviéndolas de
forma directa con el cdlculo de integrales y considera que para modelar otras clases de fené-
menos se requiere en ocasiones de la aplicacion de métodos numéricos y/o de la asistencia de
una computadora (verificando que las hipotesis de los teoremas con los que construyeron los
programas utilizados se satisfacen), y que, incluso, otros fendmenos a modelar pueden tener un
comportamiento caético debido a la sensibilidad a las condiciones iniciales.
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Estrategia 5E

Estrategias para trabajo colaborativo

Es una estrategia utilizada en educacion para el trabajo colaborativo y disefio de proyectos, consiste en:

Divide y venceras

Consiste en no ver un proyecto como una unidad, sino como una serie de etapas que pueden desarro-
llarse de manera individual para después integrar y exponer los hallazgos encontrados, a continuacion

se muestran los pasos a seguir.

f Elproyectose % 10 e dividirlo Aplicar la divisi

I Identificarla |
divide en etapas de manera [ o cada etapa.

)

|_mas pequenas. equitativa. |

f
i resultados de |
LY
i

Exponer los hnllnzgu&

[
{ encontrados. |
N




Unidad de aprendizaje 1. Limites y funciones de fenomenos naturales o
sociales

Comportamiento de una sucesion de nimeros reales
Propiedades y teoremas de limites

Modelado de fendmenos naturales o sociales

Unidad de aprendizaje 2. Fundamentos de cdlculo a fenomenos
naturales o sociales

® 000000000 000000000000 OO OO OO OO OO®OO®OOS®®SOOO®OEOS®O®"OTOPOEOSO"OSOEOSOEOEOSOOSOOSOVOS OV
Tasa de variacion de fendmenos naturales o sociales

Comportamiento de funciones de fendmenos naturales o sociales
Calculo de areas de superficies en funciones

Unidad de aprendizaje 3. Modelos aplicados a los fenomenos naturales
o sociales

Teorema fundamental del calculo

Aplicacion de la integral

Modelado de ecuaciones diferenciales
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Unidad de a

Categorias de aprendizaje:

2. Procesos de intuicidn y razonamiento.

Subcategorias:
O s1. Capacidad para observar y conjetu-
rar.

O s2.Pensamiento intuitivo.

[ €3.Solucién de problemas y modelacion.

Subcategorias:
O s2.Construccion de modelos.

[ ca..Interacciény lenguaje matematico

Subcategorias:
O si. Registro escrito, simbdlico, alge-
braico e iconografico.
O s2.Negociacion de significados.
O s3. Ambiente matematico de comuni-
cacion.

prendizaje
Limites y funciones de

Meta de aprendizaje:

m c2mMm1. Observay obtiene informacion de
una situacion o fenémeno para estable-
cer estrategias o formas de visualiza-
cion que ayuden a entenderlo.

B c2M4. Argumenta a favor o en contra de
afirmaciones acerca de situaciones, fe-
némenos o problemas propios de la ma-
tematica, de las ciencias o de su contex-
to.

B c€3M2. Construye un modelo matemati-
co, identificando las variables de interés,
con la finalidad de explicar una situacion
o fenémeno y/o resolver un problema
tanto tedrico como de su entorno.

N



c4Ma1. Describe situaciones o fendmenos empleando rigurosamente el lenguaje matematico
y el lenguaje natural.

c4amMms3. Organiza los procedimientos empleados en la solucion de un problema a través de ar-
gumentos formales para someterlo a debate o evaluacion.

Aprendizaje de trayectoria:
i Aplica procedimientos algoritmicos e interpreta sus resultados para anticipar, encontrar y
validar soluciones a problemas matemadticos, de dreas del conocimiento y de su vida perso-
nal.

Observa, intuye, conjetura y argumenta a favor o en contra de afirmaciones matematicas tan-
to tedricas como de aplicacion en dreas de conocimiento, recursos sociocognitivos o recur-
S0s socioemocionales, para debatir y contrastar ideas con sus pares.

Analiza situaciones y problemas, discerniendo las variables de interés para el estudio, asi
como también llevando a cabo la verificacion requerida de las hipotesis para la aplicacion de
los objetos, métodos y conceptos matematicos utilizados, con la finalidad de modelar fené-
menos o resolver problemas.

Describe, interpreta y comunica con claridad ideas, situaciones y fendmenos propios de la
matematica, de las ciencias naturales, experimentales, de la tecnologia, de las ciencias so-
ciales y de su entorno, empleando un lenguaje matematico riguroso.

Progresiones:
1. Explora las propiedades y criterios especificos que ayudan a determinar el comportamiento
de una sucesion de nimeros reales (convergente, divergente, oscilante), considerando ejemplos
concretos.

2. Asume propiedades y aplica teoremas sobre limites para comprender el comportamiento local
de fenbmenos que son modelados a través de funciones reales de variable real.

3. Modela diversos fendmenos naturales o sociales empleando diferentes tipos de funciones rea-
les de variable real, considerando la continuidad de la funcién o sus posibles discontinuidades.



Presentacion

La unidad de aprendizaje 1del libro de Temas Selectos de Matematicas 3 para Bachillerato Tecno-
I6gico, denominada “Limites y funciones de fendbmenos naturales o sociales” introduce al andlisis ma-
tematico a través del estudio de los limites, las sucesiones y el modelado de fendmenos reales. Estos
conceptos constituyen la base para comprender cémo cambian, evolucionan o tienden ciertos procesos
presentes tanto en la naturaleza como en la vida social. Mds que operar mecdnicamente, esta unidad in-
vita a observar patrones, formular conjeturas y reconocer que las matematicas permiten describir com-
portamientos que, a simple vista, pueden parecer cadticos o impredecibles. Los temas especificos se
visualizan en el siguiente esquema.




Resuelve los siguientes planteamientos y subraya la respuesta correcta en cada uno de los casos.

2.

¢Cudl de las siguientes expresiones describe correctamente una sucesion?

a) Un namero real que cambia aleatoriomente

b) Una lista ordenada de nimeros reales definida por una regla
¢) Una ecuacion con dos incognitas

o) Un conjunto sin orden especifico

. > 1 . .
Siuna sucesion «, = o ¢qué ocurre con sus términos conforme n aumenta?

a) Crecen sin limite

b) Oscilan entre valores positivos y negativos
¢) Seacercana0

d) Permanecen constantes

¢Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera respecto al limite de una suma de funciones?

a) El limite de una suma es la suma de los limites (si existen)
b) El limite de una suma siempre es infinito

¢) Ellimite de una suma depende del valor inicial de la funcion
d) El [imite de una suma no puede calcularse directamente

gj! limf (x) =Lylimg{x}= limf(x)-gl(x)

B4 s entonces a
a)L+M
b)L-M
c LM

d) No puede determinarse

¢Cual de los siguientes ejemplos representa mejor un modelo matematico?

a) Describir verbalmente que una poblacion crece rapido

b) Dibuijar un paisaje natural

¢) Observar que los precios suben sin registrar datos

d) Representar el crecimiento poblacional mediante la funcion P{ 1) =P of kit
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Apertura

Comprender como se comporta unasucesion de nimeros reales es una puerta de entrada al pen-
samiento matematico avanzado: Las sucesiones permiten observar coOmo evoluciona un proceso paso a
paso, identificar patrones y anticipar tendencias. En esta progresion explorards criterios y propiedades
fundamentales que permiten clasificar una sucesién como convergente, divergente u oscilante, a partir
de ejemplos concretos que conectan con situaciones reales.

Unasucesion convergente es aquella cuyos términos se acercan cadavez mds a unvalor fijo; por ejemplo,
la sucesion a, =— se aproxima a 0 conforme n crece. En contraste, una sueesion divergente se aleja sin
limite o no se opf'omma a ningln valor especifico, como b  =n, cuyos términos crecen indefinidamente.
También existen sucesiones oscilantes, que alternan entre valores sinestabilizarse, como €, =( — DR
que cambia entre 1y -1.

Alolargo de esta progresion analizards estas conductas con mayor profundidad, aprenderds a justificar
por qué ocurre cada una y aplicards criterios formales para determinar el comportamiento de una suce-
sion. El proposito es que puedas reconocer patrones, argumentar con claridad y utilizar estos conceptos
para interpretar fendémenos que evolucionan con el tiempo.

y e ﬂ; Explorar
épmdlggﬁﬁdizaje gﬁ% ‘

Considera que una persona decide ahorrar de manera peculiar: cada semana deposita en una al-
cancia la mitad de lo que depositd la semana anterior. La primera semana guarda 100 pesos, la segunda
50, la tercera 25, la cuarta 12.5, y asi sucesivamente.

B El grupo se pregunta: ;Hacia qué valor tiende la cantidad depositada cada semana? ;Qué tipo de
comportamiento tiene esta sucesion?

T *»s-,....

E‘r



%3 Desarrollo

iy
Representacion visual de las sucesiones

Una sucesion es una coleccion ordenada de nimeros, objetos o figuras que siguen-un patrén de
comportamiento, el cual puede ser representado mediante una formula, una descripcion oral o unaregla
que deben cumplir todos los elementos dela sucesion. Matemdticamente, una sucesion se denota como
a . donde 4, representa el término en la posicion n. Por ejemplo, la sucesion de los nimeros naturales
se expresacomo @, =M paran=1,2,3,..

Existen diferentes tipos de sucesiones, entre las mds comunes se encuentran:
B Sucesiones aritméticas: cada término se obtiene sumando una constante al anterior.
B Sucesiones geométricas:cada término se obtiene multiplicando el anterior por una constante.

B Sucesiones alternadas y oscilantes: los términos cambian de signo o valor de manera regular o
irregular.

Larepresentacionvisual de las sucesiones es necesario paraidentificar patrones y comprender sucom-
portamiento.

Representacion grafica en el planc

Para visualizar una sucesion numérica, se asigna una grafica en el plano cartesiano, donde el eje
horizontal representa elindice ny el eje vertical el valor del término an. Cada término se representa como
un punto (n, an).

w

)
U

_ i

_1
a,=a

Grafica de la sucesion “n . Los puntos se acercan a 0 conforme n crece.

En la grafica, se observa que los puntos se aproximan cada vez mds a la linea y = 0, lo que sugiere que la
sucesion converge a 0.

« P



La representacion grafica permite distinguir entre sucesiones convergentes, divergentes y oscilantes.
Por ejemplo, la sucesion muestra puntos que se alejan indefinidamente.

g g LAl

Grafica de la sucesion a_=n

Mientras que @ =(— 1) "alternaentre1 y-1
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Representacién visual de la sucesién a” = (-1)"




Sucesiones de figuras y generalizacion visual

Ademadas de sucesiones numeéricas, existen sucesiones de figuras, donde cada término esuna figu-
ra geométrica que sigue un patron de crecimiento o transformacion. Este tipo de sucesiones es especial-
mente (til para el desarrollo del pensamiento algebraico y la generalizacion de patrones.

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Sucesion de figuras cuadradas. Cada figura agrega un cuadro mas que el anterior.

La estrategia visual consiste en analizar como cambia la figura de un término a otro, identificar el patron
y expresar la relacion mediante una regla verbal o simbdlica. Por ejemplo, sila figura n tiene n cuadrados,
laregla general es “el nimero de cuadrados es igual al lugar que ocupa la figura”.

La visualizacion y manipulacion de objetos concretos facilita la comprension y la generalizacion de pa-
trones, permitiendo a los estudiantes inducir la validez del patrén a los demds términos de la sucesion.

Figura 1 Figura 2 Figura 2

1. (Cudleslareglageneral para el nimero de circulos en la figuran?

s P



2. ;Cudntos circulos tendra la figura 77

3. Readlizael esquema de lafigura.

Limites de las sucesiones

El limite de una sucesion es el valor al que tienden los términos de la sucesion cuando el indice n
toma valores muy grandes. Intuitivamente, si los términos de la sucesion se acercan cada vez mds a un
namero especifico L conforme n crece, se dice que la sucesion converge a L.

Por ejemplo:

M Lasucesion:

|
a =1+ —
I 1

Aldarle valoresande: 1,2, 3,4, ..,los términos son: 2,1.5,1.33..,1.25, .., y se acercan a 1. Por lo tanto, el limite
esl

N,



=1

La siguiente grafica muestra esta tendencia.

el

ir

B

L

La definicion formal del limite de una sucesion utiliza el concepto de aproximacion arbitraria mediante el
par@metro £ (épsilon):

Una sucesion & 5, tiene limite L si para todo £ > (), existe un nimero natural N tal que paratodon>N, se
cumple que Ian - Ll<e.

Esto significa que, a partir de cierto término, todos los términos de la sucesion estdn tan cerca de L como
se desee.

L 1 .
Para la sucesion a,=—, dado cualquier £ = (), se puede encontrar un N tal que paratodon>N,la,— 0l <e

,es decir, -'..{E.
"

Propiedades de los Limites de Sucesiones
Las sucesiones convergentes tienen varias propiedades importantes:

B Ellimite de una sucesion es Gnico.
B Sitodos los términos de una sucesion son iguales a un mismo valor, el limite es ese valor.

B Lasumaq, resta, multiplicacion y divisién de sucesiones convergentes también son sucesiones con-
vergentes, y el limite se obtiene operando los limites respectivos.

B Siuna sucesion converge, entonces estd acotada.

B Siunasucesion es mono6tonay acotada, entonces converge (teorema de convergencia monétona).

Analiza los siguientes ejemplos para analizar dichas propiedades de los limites de una sucesion.

o P



Ejemplo 1.
En la sucesion -:I”=( —1)n

HoHH
FiReEEEEEH
Los términos alternan entre 1y -1. La grafica muestra puntos

Ejemplo 2:

Enlasucesion 4 n ="

98 W8 2 22 24\z26 28 332

en1y -1, sinacercarse a un solo valor.

Los términos crecen indefinidamente. La grafica muestra puntos que se alejan hacia el infinito
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Ejemplo 3: 1
Lasucesion %n = I+ "
1
25

=wmms

b3 L

0

050+

Los puntos se acercan a1conforme (n) crece.

Ejemplo 4:

Lasucesion g =
n

(-1

it

e I B % 25 W 38«40 #5115 55 16 165

Los términos alternan en signo y se acercan a 0. La grafica muestra puntos que oscilan pero se aproxi-
manalalineay=0.

N
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aprendizaje

(= 1"

Determina el limite de la sucesion P =
n

a) n=0
b) n=1
c)n=-1
d)n=2

e)n=-2

Criterios de convergencia

Una sucesion es mondtona si sus términos son siempre crecientes o decrecientes. Es acotada si
existe un namero que limita superior o inferiormente todos sus términos.

Teorema de la Convergencia Monotona

“Toda sucesién mondtona y acotada es convergente. Sila sucesion es creciente y acotada supe-
riormente, converge al supremo; si es decreciente y acotada inferiormente, converge al infimo.”
Ejemplo:

1

La sucesion d n | = — escreciente y acotada de manera superior por 1. Por lo tanto, convergeal.
n

Criterio'delSandwich (Teorema,dél Encaje)

El criterio del sdndwich, también llamado teorema del emparedado o de intercalacion, establece
que si una sucesion estd acotada inferior y superiormente por dos sucesiones que convergen al mismo
limite, entonces la sucesion central también converge a ese limite.




Si existen sucesiones
a b ,c

n n n
tales que

a <b <c¢
n n M

para todo n que tiende a hacerse infinito, y

lim a, = lim c”=L

n— 0o N — o0
entonces

lim bn=L

n— oo

Para comprender este criterio analiza el siguiente ejemplo:

- . .. sinn
Para demostrar que lim —0
n
n— o
B seobservaque: l L < L
n - n n

ambas sucesiones convergen a 0. Por el criterio del sandwich, la sucesion central también converge a 0.

Criterio de Cauchy para Sucesione

Una sucesion es de Cauchy si para cualquier distancia dada (por pequefia que sea), existe un tér-
mino a partir-del cual la distancia entre dos términos cualesquiera es menor que esa distancia. En los
ndmeros reales, toda sucesion de Cauchy es convergente.

Una sucesion 9, es de Cauchy si para todo £ >0, existe un N tal que para todos m, n > N, se
cumple Iﬂn— ﬂml <E.

Este criterio es Gtil porque, en ocasiones, es mas fdcil verificar que una sucesion es de Cauchy que en-
contrar su limite.

Criterios Algebraicos: Suma, Producto y Cociente
Las operaciones algebraicas sobre sucesiones convergentes conservan la convergencia:

B Suma:
si lim a =Ly limbn=L2
Entonces lim( a + b") =L, +L,
B Producto:
lim( a,: b") =L,-L,

B Cociente:

i, L,
Si Lﬁé D,lim[b—"]=L—.

Estas propiedades permiten calcular limites de sucesiones complejas a partir de limites de sucesiones
mas simples.

14’



Consideralasucesiona, = —y bn =24 — . Calcula el limite de:

n n
a) La'suma a4, t bn.
Respuesta:
Por lo tanto
b) La multiplicacién “»” bn
Respuesta:
»Qx;
Por lo tanto E}

- ~c-

oy

a
n

¢) La division b
n

NS

Respuesta:
[E &
-(M)- (¢
'f -
e

Por lo tanto

o)

>

*PA

)

Y 4
1%



Criterios de divergencia

Sucesiones que tienden a + >
Una sucesion diverge a infinito si sus términos crecen sin limite/superior; diverge a menos infinito
si decrecen sin limite inferior.

Se dice que a, diverge a + @@ siparatodo M & R, existe N tal que paratodon>N, .
De forma andloga, diverge.a — oo si paratodo M, existe N tal que paratodon>N, a, <M .
Ejemplo:
La sucesion 9 ,, =M diverge a + o .
Propiedades:

B Simultiplicamos una sucesion divergente a infinito por una constante positiva, lassucesion resultan-
te también diverge a infinito:

B Lasumay el producto de dos sucesiones divergentesainfinito también divergen a infinito.

B Siuna sucesion es mondtona y no acotada, entonces diverge a infinito.

Sucesiones que no tienen limite fin
No todas las sucesiones que no convergen divergen a infinito. Algunas sucesiones,
comod, = (= 1) " notienen limite finito ni divergen a infinito; se denominan oscilantes.

Clasifica las siguientes sucesiones en convergentes, divergentes u oscilantes, argumenta tu respuesta.

—_p2
a)a =n

b)a,=3n+72




e) aﬂ‘:?

- - = — — — - — -

Sucesiones oscilantes y alternadas

Una sucesion es oscilante cuando sus términos no se acercan a ningdn valor especifico, sino que alter-
nan entre varios valores o se comportan de manera irregular. Las sucesiones alternadas son un caso
particular de las oscilantes, donde cada término tiene el signo contrario al anterior. Observa los siguien-
tes ejemplos de'sucesiones.

1. Sucesiénalternada @,=( = 1) "

Los términos son: 1,-1,1,-1, ..., alternando entre 1y -1.

- (-D"
2. Sucesionalternaday convergente a, =————

Los términos alternan en signo, pero su magnitud disminuye y se acercan a 0.

3. Sucesion oscilante no alternada & , =S 71

Sus valores no siguen un patrén regular como. La funcion seno, al evaluarse en nimeros enteros, produce

valores que varian entre -1y 1, pero de forma aparentemente impredecible.
sin( 1) ~ 0.84, sin(2) =~ 0.91, sin(3) ~0.14,

sin(4) = —0.76, sin(5) ~ —0.96, ...
Como ves, oscila, pero no alterna de formaregular.
4. Sucesion oscilante irregular.
Lasucesion2,-4,6,4,2,-6,6,-2,-4,0,-2, 2, ... no sigue un patrén alternado regular.

Las sucesiones oscilantes pueden tener varios puntos de acumulacion, es decir, valores alrededor de
los cuales se concentran infinitos términos de la sucesion. Las sucesiones convergentes tienen un solo
punto de acumulacion (el limite), las divergentes tienen uno (el infinito), y las oscilantes tienen dos o mads.

||
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Representacion con figuras y generalizacion visual

El trabajo con sucesiones de figuras es una estrategia didactica recomendada en el curriculo de
bachillerato en México para promover el desarrollo del pensamiento algebraico. Permite identificar pa-
trones, establecer reglas generales y conectar la visualizacion con la expresion simbdlica.

Por ejemplo la sucesion de triangulos, cada figura agrega un triingulo mas que la-anterior. La regla gene-
ral es "el nimero de triGngulos es igual al lugar que ocupa la figura®.

. A A &

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Las estrategias para generalizar patrones en sucesiones de figuras incluyen:
B Conteo: calcular el nGmero de elementos en cada figura.
B Recursiva-aditiva: obtener cada término sumando al anterior una cantidad constante.

B Multiplicar con las diferencias: expresar el valor de cada término como la multiplicacion del térmi-
no por ladiferencia.

B Contextual: construir una regla basada en la informacién del contexto.
B Explicita: determinar una funcién que permita encontrar cualquier término.

La estrategia visual es especialmente eficaz para inducir y expresar patrones de regularidad, permitien-
do a los estudiantes establecer nociones generales de variabilidad y generalizar la relacion de creci-

miento.
i

Observa la sucesion de figuras donde cada figura agrega dos hexagonos mas que la anterior.

A KO - EHED

B ;Cudl es laregla general para el nimero de hexdgonos en la figura n? ;Cudntos hexdgonos tendra
la figura 57

e
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aprendiza

A continuacion se presentan planteamientos sobre sucesiones responde cada uno de forma correcta.

Dibujala grafica de lasucesion paran=1,2,3,4,5.;Qué observas en la grafica?

1
2. Cadlcula el limite de la sucesion a,=—
n2

n
3. ¢lLasucesiond,= 1 es monétona y acotada? ;Cudl es su limite?

cos 1 V. 5 _
=0uysando el criterio del sandwich.

Demuestraque lim

4.
n— o0

a =n

3
5. ¢Lasucesion ™ n es convergente, divergente o oscilante?

6. ;Quétipode sucesiones @, =COS N2 argumenta tu respuesta.
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Responde las siguientes preguntas.

1. ;Cbmo describo el comportamiento de la sucesion.que estoy analizando?

2. ;Como justifico miclasificacion delcomportamiento de la sucesion?

3. ¢Qué criterio utilizo para determinar sila sucesion converge, diverge u oscila?

4. ;Como aplico ese criterio a un ejemplo concreto?

5. ¢Qué ejemplo concreto puedo usar para ilustrar el comportamiento de la sucesion?




6. ;Como explico mi conclusion usando ese ejemplo?

Criterios

Nivel Avanzado (3 pts.)

Nivel Intermedio (2
pts.)

Nivel Basico (1 pt.)

Identifico y des-
cribo el compor-
tamiento de una
sucesion (conver-
gente, divergente u
oscilante)

Analizo con claridad el
comportamiento de dis-
tintas sucesiones, justi-
ficando mi clasificacion
con argumentos mate-
maticos precisos.

Identifico siuna sucesion
converge, diverge u osci-
la en ejemplos sencillosy
explico brevemente por
qué.

Reconozco algunos ti-
pos de comportamiento,
pero me cuesta identifi-
carlo en ejemplos con-
cretos.

Exploro y aplico
criterios especificos
para determinar el
comportamiento
de una sucesion

Utilizo criterios formales
(limite, acotacién, mono-
tonicidad, alternancia,
comparaciéon) para jus-
tificar rigurosamente el
comportamiento de su-
cesiones diversas.

Aplico criterios bdsicos
como limites, crecimien-
to o alternancia para
determinar el comporta-
miento de una sucesion.

Conozco algunos crite-
rios, pero no sé céomo
aplicarlos correctamen-
te.

Utilizo ejemplos
concretos para
explicary justificar
mis conclusiones
sobre el compor-
tamiento de una
sucesion

Construyo y analizo
ejemplos propios que
ilustran claramente cada
tipo de comportamiento,
justificando mis conclu-
siones con precision.

Explico mis conclusiones
usando ejemplos numé-
ricos o sucesiones cono-
cidas.

Me cuesta relacionar los
conceptos con ejemplos
concretos.

Revisa tu desempeno:

9 puntos - Excelente.

De 6 a 8 puntos - Bien.
De 4 a 5 puntos - Suficiente.

3 puntos - Insuficiente.
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matematicos utilizodos, con la finalidad de modelar fendmenos o resolver problemas.
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