
Este libro pertenece a:



Primera Edición 2026
Copyright © Editorial Planea
ISBN: en trámite.

Impreso en México

Contacto: 771-655-6186

Correo electrónico: 
informes@planeaeditorial.com.mx

Editor en jefe: Cosme Lorenzo Rodríguez 

Autor: René Pérez Moreno

Correctora: Angélica María Alvarado Carreón

Diseño: Nasbbi Irazú Portes Loeza 

Imágenes: Adobe Stock 

Se reservan todos los derechos. Está prohibida la repro-
ducción, almacenamiento en sistemas de recuperación 
o transmisión de estas publicaciones, ya sea de forma 
electrónica, mecánica, mediante fotocopia, grabación 
u otros medios, sin el consentimiento previo del editor. 
Esto incluye su distribución en redes, almacenamiento 
electrónico o transmisión para fines de aprendizaje a 
distancia.

Aviso de exención de responsabilidad:
Los enlaces incluidos en este libro no son propiedad de Editorial Planea, por lo que no se tiene control 

sobre la información proporcionada por los sitios web en un momento determinado, ni se puede garantizar 
la exactitud de la información proporcionada por terceros (enlaces externos). Aunque la información se 
recopila con cuidado y se actualiza de manera constante, no se asume responsabilidad alguna por su exac-
titud, integridad o actualidad. 

Los artículos atribuidos a los autores reflejan sus opiniones y, a menos que se indique de forma específica, 
no representan las opiniones del editor. Además, la reproducción de este libro o cualquier material de los 
sitios web incluidos en él no está autorizada, ya que dicho material puede estar sujeto a derechos de pro-
piedad intelectual.

Los derechos pertenecen a sus respectivos propietarios, y Editorial Planea no se hace responsable de la 
información mostrada en los enlaces proporcionados.



En la Editorial Planea estamos comprometidos con ofrecer ma-
teriales didácticos de alta calidad, apegados al Nuevo Modelo 
Educativo de la Educación Media Superior, basado en la premisa 
de desarrollar en ti, joven estudiante, un aprendizaje situado en 
tu entorno, que te ayude en tu día a día, adaptándote a los cam-
bios y brindarte un constante aprendizaje inclusivo, pluricultural, 
colaborativo y equitativo, basado en los principios de la Nueva 
Escuela Mexicana.

Este libro se encuentra apegado al 100 % con el programa de es-
tudio basado en progresiones de aprendizaje del NME de la EMS, 
abordando las categorías y subcategorías para lograr los apren-
dizajes meta que propone el programa de Taller de Pensamien-
to Variacional I, para la Dirección General de Bachillerato (DGB).

Estas progresiones, se encuentran organizadas en dos unida-
des de aprendizaje, la primera, titulada la ”Modelación matemá-
tica del cambio”, desarrolla las cuatro primeras progresiones de 
aprendizaje, enfocadas en las técnicas aritméticas, algebraicas 
y funcionales; el concepto formal del límite; la definición formal de 
la derivada y las reglas de derivación del producto, cociente y ca-
dena. La segunda unidad, denominada “Análisis y modelación del 
cambio”, comprende las progresiones cinco a ocho del programa 
de estudios, en las que se abordan los teoremas fundamentales 
del cálculo, la derivación avanzada, la modelación matemática 
con derivadas y la diferencial como herramienta para modelar.

Este libro está diseñado para ti. Su propósito es que observes, 
analices, modeles, resuelvas e intérpretes problemas reales de 
tu comunidad, utilizado la derivada como razón de cambio a par-
tir de su comprensión como un límite, así como el uso de los teo-
remas propios del cálculo diferencial.

Presentación
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Progresiones de aprendizaje

1.	 Aplica técnicas aritméticas, algebraicas y operaciones funcionales a través del planteamiento de pro-
blemáticas de las ciencias, para realizar procesos según lo requiera y adecuar la expresión matemáti-
ca de manera que el estudiantado analice, compruebe e interprete sus hallazgos y resultados.

2.	 Analiza de manera formal el concepto de límite, profundizando en el cálculo de límites de funciones 
mediante sus teoremas para dar solución a problemáticas contextualizadas de las ciencias utilizando 
métodos analíticos y/o recursos tecnológicos.

3.	 Analiza la definición formal de derivada a partir del planteamiento de una situación-problema signifi-
cativa para el estudiantado que evidencie la variación de una recta secante a la recta tangente, con la 
cual se puedan obtener las reglas de derivación para calcular derivadas de funciones, empleando en 
caso de ser necesario recursos tecnológicos.

4.	 Emplea la regla del producto, la regla del cociente y la regla de la cadena en situaciones-problema pro-
venientes de recursos sociocognitivos y/o áreas del conocimiento, en donde la función que describe el 
fenómeno de estudio requiere el uso de una de estas reglas.

5.	 Analiza el Teorema de valor medio y Teorema de Rolle así como su utilidad en el planteamiento y solu-
ción a problemas de la vida cotidiana o del entorno que le rodea de manera que el estudiantado analice, 
compruebe e interprete sus hallazgos y resultados.

6.	 Aplica procedimientos algorítmicos para derivar funciones implícitas y de orden superior, así como el 
uso de estas últimas para resolver límites indeterminados utilizando la regla de L’Hôpital aplicando es-
tas herramientas en la solución de problemas de las ciencias.

7.	 Aplica y/o construye modelos para encontrar la solución de situaciones-problema de su contexto, 
usando la derivada como una herramienta que le permite interpretar y explicar fenómenos de variación 
estudiados por las ciencias considerando herramientas analíticas y/o tecnológicas en la modelación.

8.	 Construye modelos matemáticos, identificando las variables que se relacionan entre sí, obteniendo de 
manera intuitiva la diferencial como una herramienta para darle solución a problemas de las ciencias 
que le permita obtener información y analizar los resultados para la toma de decisiones.
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Estrategia 5E
Es una estrategia utilizada en educación para el trabajo colaborativo y diseño de proyectos, consiste en:

Estrategias para trabajo colaborativo

Divide y vencerás
Consiste en no ver un proyecto como una unidad, sino como una serie de etapas que pueden desa-
rrollarse de manera individual para después integrar y exponer los hallazgos encontrados, a conti-
nuación se muestran los pasos a seguir.
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Categorías de aprendizaje
 ◼ C1. Procedural.

Subcategorías:
 ◻ S1. Elementos aritméticos – algebraicos.
 ◻ S2. Elementos geométricos.
 ◻ S3. Elementos variacionales. 

 ◼ C2. Procesos de intuición y razonamiento.

Subcategorías:
 ◻ S3. Pensamiento formal.

 ◼ C3. Solución de problemas y modelación. 

Subcategorías:
 ◻ S1. Uso de modelos.
 ◻ S3. Estrategias heurísticas y ejecución de procedimientos no rutinarios.
 ◻ S4. Manejo de datos e incertidumbre.

 ◼ C4. Interacción y lenguaje matemático.

Subcategorías:
 ◻ S1. Registro escrito, simbólico, algebraico e iconográfico. 
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Metas de aprendizaje:
 ◼ C1M1. Ejecuta cálculos y algoritmos para resolver problemas matemáticos de ciencia y de su entor-

no.
 ◼ C1M3. Comprueba los procedimientos usados en la resolución de problemas utilizando diversos 

métodos, empleando recursos tecnológicos o la interacción con sus pares. 
 ◼ C2M1. Observa y obtiene información de una situación o fenómeno para establecer estrategias o 

formas de visualización que ayuden a entenderlo. 
 ◼ C3M1. Selecciona un modelo matemático por la pertinencia de sus variables y relaciones para ex-

plicar una situación, fenómeno o resolver un problema tanto teórico como de su contexto.
 ◼ C3M3. Aplica procedimientos, técnicas y lenguaje matemático para la solución de problemas pro-

pios del pensamiento matemático, de áreas de conocimiento, recursos sociocognitivos, recursos 
socioemocionales y de su entorno. 

 ◼ C4M1. Describe situaciones o fenómenos empleando rigurosamente el lenguaje matemático y el 
lenguaje natural.

Aprendizaje de trayectoria:
 ◼ Valora la aplicación de procedimientos automáticos y algorítmicos, así como la interpretación de 

sus resultados para anticipar, encontrar y validar soluciones a problemas matemáticos, de áreas 
del conocimiento y de su vida personal.

 ◼ Adopta procesos de razonamiento matemático tanto intuitivos como formales tales como obser-
var, intuir, conjeturar y argumentar, para relacionar información y obtener conclusiones de proble-
mas (matemáticos, de las ciencias naturales, experimentales y tecnología, sociales, humanidades y 
de la vida cotidiana).

 ◼ Modela y propone soluciones a problemas tanto teóricos como de su entorno, empleando lenguaje 
y técnicas matemáticas.

 ◼ Explica el planteamiento de posibles soluciones a problemas y la descripción de situaciones en el 

contexto que les dio origen empleando lenguaje matemático y lo comunica a sus pares para anali-
zar su pertinencia.

Progresiones:
1. Aplica técnicas aritméticas, algebraicas y operaciones funcionales a través del planteamiento 
de problemáticas de las ciencias, para realizar procesos según lo requiera y adecuar la expresión 
matemática de manera que el estudiantado analice, compruebe e interprete sus hallazgos y resul-

tados.

2. Analiza de manera formal el concepto de límite, profundizando en el cálculo de límites de funcio-
nes mediante sus teoremas para dar solución a problemáticas contextualizadas de las ciencias 
utilizando métodos analíticos y/o recursos tecnológicos.

3. Analiza la definición formal de derivada a partir del planteamiento de una situación-problema 
significativa para el estudiantado que evidencie la variación de una recta secante a la recta tan-
gente, con la cual se puedan obtener las reglas de derivación para calcular derivadas de funcio-
nes, empleando en caso de ser necesario recursos tecnológicos.

4. Emplea la regla del producto, la regla del cociente y la regla de la cadena en situaciones-proble-
ma provenientes de recursos sociocognitivos y/o áreas del conocimiento, en donde la función que 
describe el fenómeno de estudio requiere el uso de una de estas reglas.
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Durante la primera unidad del libro de Taller de pensamiento variacional I, se abordan las primeras cuatro 
progresiones del programa de estudios para la Dirección General de Bachillerato donde se desarrollan los 
temas de técnicas aritméticas, algebraicas y funcionales, el concepto formal de límite y derivada, así como, 
las reglas de derivación de producto cociente y cadena. Los contenidos específicos se visualizan en el si-
guiente esquema:

Presentación
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Lee cada planteamiento y elige la opción que responda de forma correcta. Al final de cada pregunta justifica 
la respuesta.

1.	 Un estudiante mide la velocidad de un objeto en caída libre y obtiene la función v(t) = 4.9t2 + 2t. Si se 
requiere calcular la velocidad media entre t = 2 y t = 5 segundos, ¿qué expresión permite hacerlo?

a) 		  b) 		  c) 		  d)

Justificación:	
	

2.	 	En un experimento de crecimiento bacteriano, la población sigue P(t) = 500e0.3t. Para saber cuántas 
bacterias habrá en t = 10 horas, ¿qué operación algebraica se requiere?

a)	 	Resolver una ecuación cuadrática
b)		Evaluar la función exponencial en t = 10
c)	 	Calcular la derivada en t = 10
d)		 Integrar de 0 a 10

Justificación:	
	

3.	 	Dada 𝑓(x)= , ¿cuál es el valor de limx→1 𝑓(x)?

a) 0		  b) 1		  c) 2		  d) No existe

Justificación:	
	

4.	 	Para modelar la concentración de un fármaco en sangre , ¿cuál es el límite cuando 
t → ∞?

a) 0		  b) 1		  c) 5		  d) ∞

Justificación:	
	

5.	 	Se define la derivada de 𝑓(x) como 𝑓’(x) = limh → 0  . Esta expresión representa:

a)	 	La pendiente de la recta secante cuando h → ∞
b)		La pendiente de la recta tangente en x
c)	 	El área bajo la curva entre x y x + h
d)		El valor promedio de la función en h

Justificación:	
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6.	 	Usando la definición formal de derivada, calcula 𝑓’(x) para 𝑓(x) = 3x2.

a) 3x			   b) 6x + h		  c) 3x2 + 6xh + 3h2		  d) 6x

Justificación:	
	

7.	 	Si 𝑓(x) = (3x2 + 1)(x3 - 2x), la derivada se obtiene mediante:

a)	 	Regla de la cadena
b)		Regla del cociente
c)	 	Regla del producto
d)		Regla de la potencia simple

Justificación:	
	

8.	 	En un modelo de crecimiento poblacional con depredación, se tiene . Para calcular N’(t) 
se requiere:

a) Regla del producto				    b) Regla de la cadena
c) Regla del cociente				    d) Solo derivada de una constante

Justificación:	
	

9.	 	Dada h(x) = sin (4x2 + 1), ¿qué regla es indispensable para derivar?

a)	 	Regla del producto
b)		Regla del cociente
c)	 	Regla de la suma
d)		Regla de la cadena

Justificación:	
	

10.	 	En física, la posición de una partícula es x(t) = (2t + 1)3. ¿Cuál es su velocidad v(t) = x’(t)?

a) 3(2t + 1)2		  b) 6(2t + 1)2		  c) 2(2t + 1)2		  d) 6(2t + 1)3

Justificación:	
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Técnicas aritméticas, 
algebraicas y funcionales

Apertura
El estudio de fenómenos en ciencias naturales, sociales y formales exige la manipulación de cantidades y 
relaciones expresadas en lenguaje matemático. Cuando se enfrenta una situación problemática se debe 
reconocer en ella las operaciones aritméticas básicas, las transformaciones algebraicas y las acciones 
sobre funciones que conducen a una solución válida. Esta progresión de aprendizaje se orienta hacia la 
selección consciente de la herramienta matemática pertinente, ya sea una suma, una factorización, una 
evaluación funcional o una simplificación de expresiones.

La aplicación de técnicas aritméticas, algebraicas y operaciones funcionales no constituye un fin en sí mis-
ma, sino un medio para modelar, resolver e interpretar problemas reales. Cada problemática de las cien-
cias presenta variables, constantes y relaciones que se traducen en expresiones matemáticas. Al realizar 
procesos ordenados según la naturaleza del problema: se calcula, despeja, sustituye, simplifica o compone 
funciones. La adecuación de la expresión matemática consiste en transformar una forma compleja o poco 
manejable en otra equivalente pero más operativa, sin perder de vista el significado original de las cantida-
des involucradas.

Por último, el análisis, comprobación e interpretación de los hallazgos cierran el ciclo de resolución. Cuando 
se verifica la coherencia de los resultados mediante la sustitución inversa, el análisis dimensional o la apro-
ximación numérica. La interpretación vincula el resultado matemático con la pregunta científica planteada, 
respondiendo no solo “cuánto” sino “qué significa ese valor en el contexto del problema”. De esta manera, 
se logra transitar con fluidez entre el lenguaje cotidiano de las ciencias y el lenguaje simbólico de las mate-
máticas.

Resuelve el siguiente planteamiento.

Un equipo de estudiantes de bachillerato participa en un proyecto de monitoreo ambiental. Co-
locan un sensor de temperatura en un invernadero experimental. La temperatura en grados 
Celsius durante un día está modelada por la función:

Donde  se representan las horas transcurridas desde la medianoche (varía de 0 a 24). Los es-
tudiantes desean conocer la temperatura a las 4 horas (4:00 a. m.) y también saber si la expre-
sión puede escribirse de forma más sencilla para hacer cálculos rápidos durante la jornada. 
Un compañero propone simplificar la fracción antes de evaluar, mientras que otro afirma que 
primero debe evaluarse con la expresión original.
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Desarrollo

Expresión algebraica de relaciones entre variables
Un problema científico puede expresarse mediante una función, una ecuación o un conjunto de datos. La 
primera decisión consiste en reconocer si la solución exige una operación aritmética (suma, resta, multipli-
cación, división), algebraica (despeje, factorización, solución de ecuaciones) o funcional (evaluación, com-
posición, inversión de funciones).

Para comprender lo anterior es necesario analizar el siguiente planteamiento:

En un experimento de caída libre, la altura de un objeto está dada por h(t) = 4.9t2. Se requiere 
conocer la altura después de 3 segundos y la diferencia de altura entre los instantes t = 3 y t = 5.

Para dar solución al planteamiento se sigue el siguiente algoritmo:

1.	 Identificar la operación: Evaluación funcional para 
h(3) y resta aritmética para la diferencia.

2.	 Ejecutar la evaluación: h(3) = 4.9 × (3)2 = 4.9 × 9 = 44.1 
metros.

3.	 Calcular la segunda altura: h(5) = 4.9 × 25 = 122.5 me-
tros.

4.	 Realizar la resta: h(5) - h(3) = 122.5 - 44.1 = 78.4 metros.

5.	 Interpretar: El objeto cae 78.4 metros adicionales en-
tre los segundos 3 y 5.

 

Representación gráfica de la diferencia de alturas calcu-
lada mediante evaluación funcional y resta aritmética.

¿Cuál de los siguientes procedimientos es correcto y por qué?

a)	 	Evaluar primero T(4) con la expresión original, sin simplificar, y luego simplificar el resultado.
b)		Simplificar de manera algebráica la expresión a T(h) = h + 11 y luego evaluar en h = 4.
c)	 Cancelar la h del numerador y denominador sin considerar que h puede ser cero.
d)		Sustituir h = 4 solo el numerador y dejar el denominador 2h sin cambiar.

Justifica la respuesta elegida.

	
	
	

Un
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Operaciones funcionales
En ocasiones, la expresión obtenida del enunciado no resulta operativa. Es necesario transformar la expre-
sión mediante álgebra (factorización, simplificación, racionalización) sin alterar su significado, facilitando 
así el cálculo o la interpretación.

El siguiente problema plantea como se puede llevar a cabo esta operación funcional.

La concentración de un fármaco en sangre sigue . Se desea 
una expresión simplificada para evaluar en t = 3.

El primer paso es identificar la necesidad de realizar la simplificación de 
la expresión, en este caso, la forma original de la expresión presenta un 
cociente con factor común en el numerador.

Una vez identificada la necesidad de simplificar la expresión se realiza la 
factorización del numerador de acuerdo con:

2t2 + 4t = 2t(t + 2)

Ahora se simplifica el cociente:

, siempre que t ≠ 0

Se escribe la expresión adecuada.

C(t) = t + 2

Es momento de evaluar la expresión para conocer la concentración en 
un tiempo de 3 horas.

Para t = 3 horas, C(3) = 5 mg/L. 

La simplificación permite calcular de forma directa, sin operaciones re-
dundantes.

Análisis e interpretación de resultados
Una vez obtenido el resultado numérico o algebraico, se verifica la coherencia con el problema original. La 
comprobación puede realizarse mediante sustitución inversa, aproximaciones o análisis dimensional. La 
interpretación vincula el resultado matemático con la variable del contexto científico.

Por ejemplo:

La población de bacterias crece según P(t) = 200 × 2t (t en horas). Se calcula P(4) y se comprueba el resultado.

1.	 Calcular: P(4) = 200 × 24 = 200 × 16 = 3200 bacterias.

2.	 Comprobación alternativa: Si en t = 3, P(3) = 200 × 
8 = 1600. En una hora más (de 3 a 4) la población se 
duplica, por lo que 1600 × 2 = 3200. Coincide.

3.	 Interpretación en contexto: A las 4 horas, existen 
3200 bacterias. La tasa de duplicación horaria se 
confirma.

Proceso de simplificación algebraica 
para adecuar la expresión matemática.

Verificación gráfica del resultado: de 1600 a 3200 bacte-
rias entre t = 3 y t = 4.
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Cierre

Resuelve cada planteamiento aplicando técnicas aritméticas, algebraicas o funcionales según correspon-
da. Al final se proporciona la respuesta correcta.

1. La velocidad de un móvil es v(t) = 3t2 + 2t. ¿Cuál es la velocidad media entre t = 1 y t = 4?

2. Dada 𝑓(x) = , ¿cuál es la expresión simplificada válida para x ≠ 3?

Un
id

ad
 1
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3. En un cultivo, N(t) = 500 ⋅ 3t/2 (t en días). ¿Cuántos organismos hay en t = 4 días?

4. Un estudiante obtiene  al calcular distancias. ¿Cuál es el valor numérico correcto?

5. La energía cinética es . Si m = 4 kg y v = 3 m/s, ¿cuál es el valor de Ek?
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Resuelve los siguientes planteamientos y explica tu respuesta.

1.	 Un automóvil recorre 150 km en 3 horas. Calcula su velocidad promedio. Explica el procedimiento que 
utilizaste.

	
	
	

2.	 La densidad de un material se calcula con la fórmula (D = m/V). Si un objeto tiene una masa de 240 g y 
un volumen de 80 cm³, calcula su densidad. Justifica cada paso.

	
	
	

3.	 	Una bacteria se divide cada 20 minutos. Si al inicio hay 500 bacterias, ¿cuántas habrá después de una 
hora?, (considera crecimiento exponencial: (N = N0 × 2n), donde (n) es el número de divisiones.) Comprue-
ba tu resultado con otro método o estimación e interpreta su significado.

	
	
	

Autoevalúa los aprendizajes de la progresión con la siguiente rúbrica.

Criterio Nivel Inicial (1 pt.) Nivel Intermedio (2 pts.) Nivel Avanzado (3 pts.)

Aplico técnicas 
aritméticas, alge-

braicas y funciona-
les en problemas de 

ciencias

Puedo identificar opera-
ciones básicas, pero me 
cuesta aplicarlas de for-
ma correcta en proble-
mas científicos.

Aplico operaciones arit-
méticas, algebraicas o 
funcionales de forma ade-
cuada en la mayoría de 
los problemas.

Selecciono y aplico con 
precisión técnicas arit-
méticas, algebraicas y 
funcionales según lo que 
requiere cada problema 
científico.

Realizo procesos 
matemáticos de 

manera ordenada y 
justificada

Resuelvo los problemas 
sin seguir un proceso cla-
ro o cometo errores al jus-
tificar mis pasos.

Sigo un proceso ordena-
do y justifico algunos pa-
sos clave en mis procedi-
mientos.

Desarrollo procesos ma-
temáticos completos, or-
denados y justificados, 
explicando por qué cada 
paso es necesario.

Analizo, comprue-
bo e interpreto mis 

resultados en el 
contexto científico

Me cuesta verificar si mis 
resultados tienen sentido 
o cómo se relacionan con 
el problema científico.

Compruebo mis resulta-
dos y doy una interpreta-
ción general del fenóme-
no científico.

Analizo de manera crítica 
mis resultados, los verifi-
co con distintos métodos 
y los interpreto con clari-
dad en el contexto del fe-
nómeno científico.

Un
id

ad
 1
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Concepto formal del límite
Apertura

La modelización de fenómenos continuos en física, química, biología y economía requiere una herramienta 
matemática capaz de describir el comportamiento de una función cuando su variable se aproxima a un valor 
determinado. El concepto de límite constituye esa herramienta fundamental. Cuando se analiza de manera 
formal el límite de una función, se comprende que no se trata solo de evaluar la función en un punto, sino de 
observar hacia qué valor tienden las imágenes cuando la variable se acerca a ese punto, incluso si la función 
no está definida en él.

El cálculo de límites se apoya en un conjunto de teoremas que permiten operar con límites de sumas, pro-
ductos, cocientes y composiciones de funciones sin necesidad de recurrir cada vez a la definición épsilon-
delta. Estos teoremas simplifican el proceso analítico y proporcionan seguridad en los resultados. A lo 
largo de la progresión se profundiza en la aplicación mediante la resolución de límites algebraicos, límites 
con indeterminaciones y límites laterales. Cada situación problemática extraída de las ciencias, como la 
velocidad instantánea, la concentración de un fármaco al paso del tiempo o la descarga de un capacitor, 
exige la selección del teorema adecuado y, en ocasiones, la manipulación algebraica para eliminar una in-
determinación.

Los métodos analíticos (factorización, racionalización, uso de límites notables) se complementan con recur-
sos tecnológicos. La gráfica de una función generada por software permite visualizar el comportamiento 
tendencial, mientras que las calculadoras simbólicas verifican los límites calculados de forma manual. Al 
integrar ambos enfoques: el análisis formal para comprender el porqué de cada paso y la tecnología para 
explorar, comprobar y resolver problemas contextualizados con mayor eficiencia. De esta manera, el límite 
deja de ser una abstracción y se convierte en una herramienta operativa para interpretar fenómenos donde 
la aproximación y la tendencia definen la esencia del cambio.

Lee el siguiente caso:

Un estudiante diseña un experimento para medir la velocidad de un objeto en caída libre justo 
en el instante en que toca el suelo. La posición del objeto (en metros) está dada por s(t) = 4.9t2, 
donde t es el tiempo en segundos. El estudiante sabe que la velocidad instantánea en t = 2 se-
gundos corresponde al límite de la velocidad media cuando el intervalo de tiempo tiende a cero. 
Para ello, define la velocidad media entre t = 2 y t = 2 + h como:

El estudiante simplifica la expresión y obtiene vmedia = 4.9(4 + h). Luego se pregunta: ¿qué sucede 
con esta expresión cuando h se hace muy pequeño, es decir, cuando h → 0? ¿Puede sustituir h = 
0 en 4.9(4 + h) para obtener la velocidad instantánea? 

Un compañero argumenta que sí, porque la función es continua. Otro compañero advierte que 
en el cálculo original de la velocidad media existe una división entre h, por lo que no se puede 
sustituir h = 0 de manera directa en esa forma original, pero después de simplificar sí es posible.
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¿Cuál es el valor de la velocidad instantánea en  segundos y cuál es el razonamiento correcto?, justifica tu 
respuesta.

	
	

Desarrollo

Límite y su significado científico 
En el estudio de fenómenos naturales, muchas magnitudes no pueden medirse de forma directa en un ins-
tante exacto, sino a través de aproximaciones sucesivas. La velocidad instantánea de un móvil, la concen-
tración de un fármaco al alcanzar el equilibrio o la corriente eléctrica en el momento de cerrar un interruptor 
son ejemplos donde interesa conocer el comportamiento de una variable cuando otra se acerca a un va-
lor determinado. El límite de una función constituye la herramienta matemática que formaliza esta idea de 
aproximación sin necesidad de alcanzar el punto exacto.

Una función 𝑓(x) describe la relación entre dos variables en un sistema científico. El límite de 𝑓(x) cuando x 
tiende a un valor a, escrito como: limx → a 𝑓(x), representa el valor al que se aproximan las imágenes de la fun-
ción cuando la variable independiente se acerca hacia a, ya sea por la izquierda o por la derecha. Este con-
cepto resulta importante cuando la función no está definida en a o cuando se desea estudiar una tendencia.

El siguiente ejemplo muestra cómo se aplica este concepto.

Un objeto se mueve según la función posición  metros, donde t es el tiempo en segundos. 
Se requiere determinar la posición hacia la que tiende el objeto cuando el tiempo se aproxima a 1 
segundo, aunque la función no está definida en t = 1.

Para dar solución al planteamiento es necesario realizar los siguientes pasos:

1.	 Evaluar de manera directa s(1) produce , una indeterminación. 
El límite estudia la tendencia, no el valor en el punto.

2.	 Factorizar el numerador: t2 - 1 = (t - 1)(t + 1).

3.	 Simplificar la expresión: Para t ≠ 1, .

4.	 Calcular el límite: limt → 1 s(t) = limt → 1 (t + 1) = 2 metros.

5.	 Interpretación científica: El objeto se aproxima a la posición de 2 me-
tros cuando el tiempo se acerca a 1 segundo, aunque en t = 1 la función 
no entregue un valor. Esta situación modela, por ejemplo, una disconti-
nuidad evitable en un experimento.

Representación gráfica del límite de 
 cuando t → 1. La función tiende a 

2, aunque no esté definida en t = 1.
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Cálculo de límites

Teoremas fundamentales para el cálculo de límites.
Para evitar recurrir cada vez a la definición formal, se emplean teoremas que permi-
ten operar con límites. Algunos de los más utilizados son:

 ➡ Límite de una suma: lim (f + g) = lim  f + lim  g
 ➡ Límite de un producto: lim (f ⋅ g) = lim  f ⋅ lim  g
 ➡ Límite de un cociente: lim  = , siempre que lim  g ≠ 0
 ➡ Límite de una constante: limx → a c = c
 ➡ Límite de la función identidad: limx → a x = a

Estos teoremas permiten calcular límites de funciones polinómicas, racionales, trigonométricas y exponen-
ciales mediante sustitución directa, siempre que no se presente una indeterminación.

Para comprender la aplicación de los teoremas analiza el siguiente ejemplo:

La concentración de un reactivo en una reacción química está dada 
por , con t > 0 en minutos. Se desea saber la concentra-
ción cuando el tiempo tiende a 0⁺ (justo al inicio de la reacción).

1.	 Intentar sustitución directa:  , indeterminación.

2.	 Simplificar de manera algebraica: Para t ≠ 0, .

3.	 Aplicar teorema del límite de una suma: 
limt → 0 3t + 2 = limt → 0 3t + limt → 0 2 = 3 ⋅ 0 + 2 = 2.

4.	 Interpretación: La concentración tiende a 2 mol/L al inicio de la re-
acción, aunque la expresión original no permita evaluar en t = 0.

Resolución de problemas
Las indeterminaciones más comunes son 0/0, ∞/∞, ∞-∞, 0⋅∞, 1∞, 00, ∞0. Las más comunes son las que presen-
tan la indeterminación 0/0 en funciones racionales y con raíces. Los métodos analíticos incluyen factori-
zación, racionalización y aplicación de límites notables como limx → 0 sin x/x = 1. Los recursos tecnológicos 
(calculadoras gráficas, software como GeoGebra o Wolfram Alpha) permiten verificar los límites obtenidos 
y explorar comportamientos tendenciales.

Es momento de resolver un planteamiento para resolver los límites.

La tasa de crecimiento de una población bacteriana expuesta a un antibiótico sigue , donde x 
representa la concentración del antibiótico (en mg/L). Se requiere calcular limx → 0 r(x).

1.	 Identificar la indeterminación:

Sustituyendo x = 0 : .

2.	 Racionalizar el numerador:

Multiplicar numerador y denominador por :

⋅

Comportamiento de la concentración 
cuando t → 0+. El límite es 2 mol/L, valor 

que representa la concentración inicial 
efectiva.
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3.	 Simplificar:

Para x ≠ 0

4.	 Calcular el límite:

limx → 0  

5.	 Interpretación:

La tasa de crecimiento inicial (cuando la concentración 
del antibiótico tiende a cero) es de 0.25 unidades por mg/L.

Cierre

Límite de la tasa de crecimiento cuando la concentración 
del antibiótico tiende a cero. El valor del límite es 0.25.

Calcula el límite en cada planteamiento.

1. 

2. 
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3. 

4. 	 Un cultivo bacteriano tiene una población  (t en horas). ¿Cuál es el límite de la población 
cuando t → ∞?

5. 
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Responde los siguientes planteamientos y explica tu respuesta.

1.	 Analiza el límite de la función cuando (x) tiende a 1.

 

	
	
	
	

2.	 Calcula el límite: 
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3.	 La posición de un objeto está dada por:

Calcula la velocidad instantánea en t = 2 usando el límite del promedio de velocidades.

	
	
	
	

Autoevalúa los aprendizajes de la progresión con la siguiente rúbrica.

Criterio Nivel Inicial (1 pt.) Nivel Intermedio (2 pts.) Nivel Avanzado (3 pts.)

Analizo el concepto 
de límite de manera 

formal

Puedo mencionar qué es 
un límite, pero me cuesta 
explicarlo de forma ade-
cuada o identificarlo en 
una función.

Explico el concepto de lí-
mite de forma general y lo 
aplico en casos sencillos.

Analizo el límite de una 
función de manera for-
mal, identificando com-
portamientos, tendencias 
y condiciones necesarias 
para su existencia.

Calculo límites uti-
lizando teoremas, 

métodos analíticos 
y/o recursos tecno-

lógicos

Intento calcular límites, 
pero cometo errores o no 
uso los teoremas adecua-
dos.

Calculo límites aplicando 
teoremas básicos y algu-
nos métodos analíticos o 
tecnológicos.

Selecciono y aplico con 
precisión teoremas de lí-
mites, técnicas analíticas 
y/o herramientas tecno-
lógicas para resolver lími-
tes complejos.

Aplico el análisis de 
límites para resol-
ver problemáticas 
contextualizadas 

de las ciencias

Me cuesta relacionar el 
cálculo de límites con si-
tuaciones científicas rea-
les.

Relaciono el cálculo de 
límites con fenómenos 
científicos simples y expli-
co su utilidad.

Analizo fenómenos cientí-
ficos usando límites, inter-
preto resultados y explico 
su significado dentro del 
contexto científico.
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Lee con atención y aplica tus conocimientos para resolver el siguiente problema aplicado a las ciencias 
sociales.

En un estudio de sociología y comunicación, se analiza la propagación de una noticia falsa en una red social 
durante las primeras horas después de su publicación. El porcentaje de usuarios de una población que han 
recibido la noticia (modelo de difusión acumulada) sigue la función:

 donde t es el tiempo en horas, t  ≥ 0.

Se desea conocer el porcentaje máximo de usuarios que tarde o temprano recibirán la noticia a largo plazo, 
así como la tasa de difusión justo al inicio del fenómeno (t → 0+). Ambos cálculos requieren el uso de límites.

1.	 ¿Hacia qué valor tiende el porcentaje P(t) cuando el tiempo transcurre de forma indefinida (t → ∞)?

	
	

2.	 ¿Cuál es el límite del cociente incremental que representa la velocidad inicial de difusión, es decir, 
?
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