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Progresiones de aprendizaje
1.	 Resuelve situaciones-problema contextualizadas, a través de la exploración y desarrollo de elementos 

básicos de la geometría y trigonometría, tales como, ángulos, semejanza, congruencia y autosemejanza, 
observando la relación entre los lados y ángulos del triángulo rectángulo como razones trigonométricas, 
destacando la importancia de entes abstractos en la vinculación con otras Unidades de Aprendizaje Cu-
rricular, promoviendo el uso de herramientas tecnológicas.

2.	 Explora algunas leyes y relaciones matemáticas que permitan dar solución a problemas cotidianos a tra-
vés de la geometría y trigonometría, considera el recíproco del Teorema de Pitágoras, la Ley de Senos, la 
Ley de Cosenos como una generalización del Teorema de Pitágoras, la circunferencia unitaria, exploran-
do razonamientos y demostraciones sencillas facilitando la formalización de los conceptos.

3.	 Examina el planteamiento de la Geometría Euclidiana, a través del desarrollo histórico de los postulados 
de Euclides, particularmente “el quinto postulado de Euclides” y considera escenarios donde no se cum-
ple el mismo, analizando las diferencias entre la Geometría Euclidiana y no Euclidianas considerando 
ejemplos reales como el modelo terráqueo de la tierra, los viajes aeronáuticos y el estudio de la astrono-
mía, lo cual permita observar cómo estas han sido de utilidad en la solución de problemas reales.

4.	 Resuelve problemas de su entorno mediante la ecuación de la línea recta según necesite (punto-pen-
diente, pendiente ordenada al origen, dos puntos) y considera sistemas de ecuaciones lineales los cuales 
resuelve usando el método de Cramer o el método de Gauss-Jordan para resolver matrices y hallar su so-
lución de manera que el estudiantado pueda analizar, comprobar e interpretar sus hallazgos y resultados.

5.	 Explora la parábola como sección cónica, a través de la modelación y solución de situaciones-problema 
presentes en su entorno y en otras Unidades de Aprendizaje Curricular, reflexionando la manera en qué 
entes abstractos de la matemática se encuentran presentes en la naturaleza y le permiten describirla, 
haciendo uso de herramientas tecnológicas disponibles.
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6.	 Analiza a la circunferencia desde la perspectiva de la Geometría Analítica como una sección cónica, con-
siderando el planteamiento y modelación de problemáticas reales a las cuales da solución usándola como 
herramienta, haciéndose consciente de la importancia de esta curva en el estudio de estructuras que están 
presentes en su entorno, usando herramientas tecnológicas a su disposición para comprobar y compartir 
sus resultados con sus pares.

7.	 Aplica la Elipse como sección cónica para modelar y dar solución a problemáticas reales de su interés que 
provienen de otras Unidades de Aprendizaje Curricular, observando cómo esta curva está presente en fe-
nómenos astronómicos y ópticos, de manera que el estudiantado analice, compruebe e interprete sus ha-
llazgos haciendo uso de métodos analíticos y/o herramientas tecnológicas disponibles.

8.	 Aplica la ecuación general de segundo grado para dos variables considerando la sección cónica según lo 
requiera, para modelar y dar solución a problemáticas contextualizadas de otras Unidades de Aprendizaje 
Curricular haciendo uso de herramientas tecnológicas disponibles. 

9.	 Interpreta los fractales como entes matemáticos presentes en la naturaleza, las estructuras sociales y en 
su entorno, mediante la descripción de su definición y el conocimiento de algunos de los ejemplos más im-
portantes, como el conjunto de Cantor, el Triángulo de Sierpinsky, el Copo de Nieve de Koch, el Conjunto de 
Mandelbrot, el Conjunto de Julia, el Conejo de Douady y analiza algunas propiedades de estos apoyándose 
de herramientas tecnológicas disponibles.
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Estrategia 5E
Es una estrategia utilizada en educación para el trabajo colaborativo y diseño de proyectos, consiste en:

 

Divide y vencerás
Consiste en no ver un proyecto como una unidad, sino como una serie de etapas que pueden desarro-
llarse de manera individual para después integrar y exponer los hallazgos encontrados, a continuación 
se muestran los pasos a seguir.

Estrategias para trabajo colaborativo
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Categorías de aprendizaje: 
 ◼ C1. Procedural.

Subcategorías:
 ◻ S1. Elementos aritmético – algebraicos.
 ◻ S2. Elementos geométricos.

 ◼ C2. Procesos de intuición y razonamiento.

Subcategorías:
 ◻ S1. Capacidad para observar y conjeturar.
 ◻ S2. Pensamiento intuitivo.
 ◻ S3. Pensamiento formal.

 ◼ C3. Solución de problemas y modelación.

Subcategorías:
 ◻ S1. Uso de modelos.
 ◻ S3. Estrategias heurísticas y ejecución de procedimientos no rutinarios.

Meta de aprendizaje:
 ◼ C1M1. Ejecuta cálculos y algoritmos para resolver problemas matemáticos, de las ciencias y de su 

entorno.

 ◼ C1M2. Analiza los resultados obtenidos al aplicar procedimientos algorítmicos propios del pensa-
miento matemático en la resolución de problemáticas teóricas y de su contexto.

 ◼ C1M3. Comprueba los procedimientos usados en la resolución de problemas utilizando diversos 
métodos, empleando recursos tecnológicos o la interacción con sus pares.

 ◼ C2M1. Observa y obtiene información de una situación o fenómeno para establecer estrategias o 
formas de visualización que ayuden a entenderlo.

 ◼ C2M2. Desarrolla la percepción y la intuición para generar conjeturas ante situaciones que requie-
ran explicación o interpretación.
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 ◼ C2M4. Argumenta a favor o en contra de afirmaciones acerca de situaciones, fenómenos o pro-
blemas propios de la matemática, de las ciencias o de su contexto.

 ◼ C3M1. Selecciona un modelo matemático por la pertinencia de sus variables y relaciones para 
explicar una situación, fenómeno o resolver un problema tanto teórico como de su contexto. 

 ◼ C3M3. Aplica procedimientos, técnicas y lenguaje matemático para la solución de problemas.

 ◼ C3M4. Construye y plantea posibles soluciones a problemas de áreas de conocimiento, recursos 
sociocognitivos, recursos socioemocionales y de su entorno, empleando técnicas y lenguaje ma-
temático.

Aprendizaje de trayectoria:
 ◼ Valora la aplicación de procedimientos automáticos y algorítmicos, así como la interpretación de 

sus resultados para anticipar, encontrar y validar soluciones a problemas matemáticos, de áreas 
del conocimiento y de su vida personal. 

 ◼ Adopta procesos de razonamiento matemático tanto intuitivos como formales tales como obser-
var, intuir, conjeturar y argumentar, para relacionar información y obtener conclusiones de proble-
mas (matemáticos, de las ciencias naturales, experimentales y tecnología, sociales, humanida-
des y de la vida cotidiana). 

 ◼ Modela y propone soluciones a problemas tanto teóricos como de su entorno, empleando lengua-
je y técnicas matemáticas. 

 ◼ Explica el planteamiento de posibles soluciones a problemas y la descripción de situaciones en el 
contexto que les dio origen empleando lenguaje matemático y lo comunica a sus pares para ana-
lizar su pertinencia.

 ◼ Describe, interpreta y comunica con claridad ideas, situaciones y fenómenos propios de la mate-
mática, de las ciencias naturales, experimentales, de la tecnología, de las ciencias sociales y de 
su entorno, empleando un lenguaje matemático riguroso.

Progresiones:
1. Resuelve situaciones-problema contextualizadas, a través de la exploración y desarrollo de ele-
mentos básicos de la geometría y trigonometría, tales como, ángulos, semejanza, congruencia y au-
tosemejanza, observando la relación entre los lados y ángulos del triángulo rectángulo como razones 
trigonométricas, destacando la importancia de entes abstractos en la vinculación con otras Unida-
des de Aprendizaje Curricular, promoviendo el uso de herramientas tecnológicas.

2. Explora algunas leyes y relaciones matemáticas que permitan dar solución a problemas cotidia-
nos a través de la geometría y trigonometría, considera el recíproco del Teorema de Pitágoras, la Ley 
de Senos, la Ley de Cosenos como una generalización del Teorema de Pitágoras, la circunferencia 
unitaria, explorando razonamientos y demostraciones sencillas facilitando la formalización de los 
conceptos.

3. Examina el planteamiento de la Geometría Euclidiana, a través del desarrollo histórico de los pos-
tulados de Euclides, particularmente “el quinto postulado de Euclides” y considera escenarios donde 
no se cumple el mismo, analizando las diferencias entre la Geometría Euclidiana y no Euclidianas con-
siderando ejemplos reales como el modelo terráqueo de la tierra, los viajes aeronáuticos y el estudio 
de la astronomía, lo cual permita observar cómo estas han sido de utilidad en la solución de proble-
mas reales.
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.

La primera unidad de aprendizaje de l libro de Temas Selectos de Matemáticas 1, apegado al programa 
de estudios de la Dirección General de Bachillerato, se abordan las tres primeras progresiones del programa 
de estudios donde se proponen situaciones contextualizadas sobre los elementos básicos de la geometría y 
trigonometría, así como, las leyes y relaciones matemáticas sobre estas dos ramas de las matemáticas, fina-
lizando con los elementos de la Geometría Euclidiana. Los contenidos específicos se pueden visualizar en el 
siguiente esquema.

Presentación
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En un parque, se construyen dos triángulos con las siguientes características:
 ◻ El primer triángulo tiene lados de 6 cm, 8 cm y 10 cm.
 ◻ El segundo triángulo tiene lados de 10 cm, 8 cm y 6 cm.

1.	 ¿Los dos triángulos son congruentes?

a)	Sí, porque tienen los mismos ángulos.
b)	Sí, porque tienen los mismos lados, aunque en diferente orden. 
c)	 No, porque el orden de los lados importa para la congruencia.
d)	No, porque no tienen los mismos ángulos.

2.	 Un poste de 2 m de altura proyecta una sombra de 1.5 m, al mismo tiempo, un árbol proyecta una som-
bra de 6 m. Si los triángulos formados por los postes y el árbol son semejantes, ¿cuál es la altura del 
árbol?

a)	3 m		  b) 8 m		  c) 6 m		  d) 8 m 

3.	 Un bombero utiliza una escalera de 10 m apoyada en un edificio. Si el ángulo entre la escalera y el sue-
lo es de 60°, ¿a qué altura del edificio llega la escalera? (Usa sin 60° = 3 

2 )

a)	5 m		  b) 5 3 m		  c) 8m		  d) 10 3 m

4.	 Un triángulo rectángulo tiene un cateto de 8 cm y una hipotenusa de 10 cm. ¿Cuál es la medida del otro 
cateto?

a)	5 cm	 b) 6 cm 	 c) 4 cm		 d) 7 cm

5.	 Un jardinero necesita cruzar un jardín rectangular de 12 m por 16 m en línea recta. ¿Cuánto mide la 
diagonal del jardín?

a)	20 m 	 b) 25 m	 c) 18 m		 d) 30 m

6.	 En un triángulo isósceles, los ángulos en la base son iguales. Si uno de los ángulos de la base mide 
40°, ¿cuánto mide el ángulo opuesto al vértice?

a)	40°		  b) 80°		  c) 100°		 d) 120°

7.	 ¿Cuántas diagonales tiene un hexágono?

a)	6		  b) 9		  c) 12		  d) 15 

8.	 En una maqueta, un edificio de 30 m de altura está representado por una figura de 10 cm. ¿Qué altura 
tendría en la maqueta un árbol de 15 m?

a)	5 cm 	 b) 7.5 cm	 c) 10 cm	 d) 15 cm
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Elementos básicos de la geometría
y trigonometría

Apertura
Los ángulos y triángulos no son solo conceptos abstractos que se estudian en 

las aulas; están presentes en numerosos aspectos de la vida diaria, incluso cuando 
no se es consciente de ello. Desde el diseño arquitectónico de los edificios y puentes, 
hasta la inclinación de las rampas de acceso o la disposición de los techos.

Por ejemplo, los triángulos son fundamentales en la construcción porque son las for-
mas más estables y resistentes; esto se debe a que la rigidez de sus lados asegura 
que no se deformen con facildad bajo presión. Es por esta razón que se observan 
estructuras triangulares en torres de alta tensión, grúas y puentes.

Además, los ángulos están presentes en actividades cotidianas como estacionar un 
automóvil, cortar un pedazo de pastel en partes iguales, o ajustar la dirección de los 
rayos de sol con una persiana. La orientación de un panel solar para captar la mayor 
cantidad de energía también depende de calcular los ángulos en función de la posi-
ción del sol.

Como puedes ver tanto los ángulos cómo los triángulos se aplican en diversas activida-
des que se realizan de forma cotidiana, ahora te pido que describas una manera en la 

que aplicas los ángulos y triángulos en tu vida diaria.

 ◼ Ángulos:										        

											         

					   

 ◼ Triángulos: 													          

													           

Desarrollo

Ángulos y triángulos

Es momento de comenzar el estudio sobre los ángulos, re-
cordando su concepto y cómo se clasifican.

Un ángulo es una figura geométrica formada por dos semi-
rrectas que parten de un punto común llamado vértice. Las 
semirrectas que forman el ángulo se conocen como lados 
del ángulo. En términos simples, un ángulo mide la inclina-
ción o separación entre dos semirrectas.

El valor de un ángulo se mide en grados (°) utilizando un ins-
trumento llamado transportador, también existe la medida 
de los ángulos en radianes. Dependiendo de su medida, los 
ángulos se clasifican en diferentes tipos. 

Un ángulo mide la inclinación o separación entre dos 
semirrectas.
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Clasificación de acuerdo a su medida. 

Conocer los tipos de ángulos permite analizar y describir muchas formas y estructuras que se presentan a 
alrededor, facilitando el estudio de la geometría y su aplicación en la vida diaria. 

Identifica el tipo de ángulo que se resalta en cada uno de los siguientes objetos.

1.	 Ángulo agudo. 
Mide más de 0° 
y menos de 90°.

Un ejemplo de ángulo 
agudo es el formado 
cuando se abren las 

hojas de unas tijeras. 3.	Ángulo recto. Mide 
exactamente 90°.

Las esquinas de una hoja de 
papel o un libro son claros 

ejemplos de un ángulo recto. 

4.	Ángulo llano o colineal. 
Este ángulo mide exacta-
mente 180°.

Una regla completamente extendida 
forma un ángulo llano.

5.	Ángulo cóncavo. Su valor es 
mayor a 180°, pero menor a 360°.

La abertura superior en una de las caras 
de la pirámide es un ejemplo de ángulo 

cóncavo.

6.	Ángulo completo. Es aquel 
que mide exactamen-

te 360°, en otras 
palabras, una 
vuelta completa.

Una rueda o cualquier 
objeto circular son ejemplos 

de ángulos completos.

2.	 Ángulo obtuso. Su 
valor es mayor a 90° 
pero menor a 180°. 

Un ángulo obtuso 
se observa en la 

inclinación de una 
silla reclinable.
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Clasificación de acuerdo a su posición.
Las ángulos también se pueden clasificar de acuerdo a la posición, lo que permite entender sus relaciones y 
propiedades geométricas.

1.	 Ángulos adyacentes. Son ángulos que com-
parten un lado y un vértice común, pero no se su-
perponen. La suma de los ángulos adyacentes es 
de 180°.

2.	 Ángulos complementarios. Son los ángulos 
cuya suma es la medida de un ángulo recto (90°).

3.	Ángulos suplementarios. Son ángulos cuya 
suma es igual a un ángulo llano o colineal (180°). 
Pueden ser adyacentes o no.

4.	Ángulos opuestos por el vértice. Son ángu-
los que se forman cuando dos líneas se cruzan. 
Estos ángulos tienen la misma medida.

5.	 Ángulos correspondientes. Se forman cuando 
una línea transversal cruza dos líneas paralelas. 
Cada par de ángulos que ocupan la misma posi-
ción relativa en cada intersección son iguales.

6.	Ángulos alternos internos. Estos ángulos se 
forman de la misma manera que los correspon-
dientes, pero se ubican en lados opuestos de la 
transversal y entre las líneas paralelas.

7.	 Ángulos alternos externos. Son similares a las alternos internos con la singularidad de encontrarse 
por fuera de las líneas paralelas y en lados opuestos de la transversal.

Cuando se cruzan dos lí-
neas, se forman cuatro 
ángulos, los ángulos a y b 
son opuestos, de la misma 
forma que los ángulos c y d, 
se denotan de la siguiente 
forma: ∠a = ∠b y ∠c = ∠d

De acuerdo al concepto de ángu-
los correspondientes, se pueden 
formar las siguientes relaciones:

∠a = ∠p, ∠b = ∠q, ∠c = ∠r, ∠d = ∠s

Los ángulos alternos in-
ternos tienen la misma 
abertura.

 ∠d = ∠p, porque son al-
ternos internos.

Los ángulos b y r son alternos ex-
terno y por lo tanto son iguales, se 
denota como: ∠b = ∠r
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Para comprender cómo se aplica la clasificación de ángulos analiza el siguiente:

Los andamios son estructuras que se utilizan para realizar tra-
bajos de construcción en zonas altas, el siguiente esquema 
muestra las medidas de dos ángulos y con esos valores se cal-
culará el valor de los demás ángulos justificando la respuesta.

Para dar solución a este planteamiento es necesario aplicar los con-
ceptos que se explicaron en los párrafos anteriores sobre los ángu-
los, el primer paso es analizar la ubicación en la que se encuentran los 
ángulos dados.

De tal manera que se transforme en un esquema de líneas paralelas corta-
das por dos transversales.

La primera conclusión al observar el diagrama es:
	 ∡b = 40 ° por se alternos internos.

 ◼ ∡a,∡b y ∡ 50° son adyacentes y su suma es de 180°, por lo que se puede 
proponer la siguiente fórmula y se encuentra el valor del ángulo a.

∡a+∡b+50° = 180°

Cómo el ∡b = 40° se tiene:

∡a+40°+50° = 180°

∡a = 180°-40°-50° 

∡a = 90°

 ◼ Los ángulos b y d son iguales al ser opuestos por el vértice.

∡b = ∡d ∴ ∡d = 40°

 ◼ El ángulo c es igual al ángu-
lo de 50°, también por ser 
opuestos con el vértice. 

∡c = 50°
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Analiza la siguiente figura y aplicando los conceptos de ángulos cálcula el valor de los ángulos 
restantes, justificando la respuesta.
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Triángulos

Un triángulo es una figura geométrica plana formada por tres lados que se intersecan en tres puntos 
llamados vértices, delimitando un área en el plano. Es el polígono más simple, ya que tiene el número mínimo 
de lados y vértices necesarios para formar una figura cerrada.

Características principales de un triángulo

Clasificación de los triángulos
Los triángulos se pueden clasificar de dos maneras: según la longitud de sus lados y según la amplitud de sus 
ángulos.
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Los triángulos tienen aplicación en diversas áreas como: la geometría, la arquitectura, la in-
geniería y la física, ya que su estructura simple proporciona estabilidad y permite el cálculo 
de áreas, distancias y ángulos en problemas complejos. Esta figura básica es clave para el 
estudio de conceptos más avanzados, como el teorema de Pitágoras y las leyes de senos 
y cosenos en trigonometría que se abordan en las siguientes progresiones de aprendizaje.

Aplicando los conceptos de los triángulos y ángulos, analiza la siguiente figura y calcula los ángulos 
faltantes justificando tu respuesta.
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Razones trigonométricas

Las razones trigonométricas son relaciones matemáticas que se establecen entre los lados de un 
triángulo rectángulo. Estas razones permiten analizar las proporciones entre los lados del triángulo en función 
de los ángulos agudos y son fundamentales en la trigonometría.

Recordando que un triángulo rectángulo es aquel que tiene un ángulo recto (90°). Sus lados se denominan:

 ◼ Hipotenusa. El lado más largo, opuesto al ángulo recto.

 ◼ Cateto opuesto. El lado que está frente al ángulo agudo que se estudia.

 ◼ Cateto adyacente. El lado que está junto al ángulo agudo, pero no es la hipotenusa.

Principales razones trigonométricas Razones trigonométricas recíprocas
En un triángulo rectángulo, las razones trigonomé-
tricas más comunes son:

Además de las razones principales, existen las ra-
zones recíprocas:

1.	 Seno (sen). Relación entre el cateto opuesto 
y la hipotenusa.

1.	 Cosecante (csc). Recíproco del seno.

2.	 Coseno (cos). Relación entre el cateto adya-
cente y la hipotenusa.

2.	 Secante (sec). Recíproco del coseno.

3.	 Tangente (tan). Relación entre el cateto 
opuesto y el cateto adyacente.

3.	 Cotangente (cot). Recíproco de la tangente.
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Para calcular las razones trigonométricas de un ángulo en un triángulo rectángulo, se deben seguir estos pasos:

1.	 Identificar los lados. Determina cuál es la hipotenusa, el cateto opuesto y el cateto adyacente res-
pecto al ángulo que se estudia.

2.	 Aplicar la fórmula adecuada. Sustituye las medidas de los lados en las fórmulas correspondientes.

3.	Simplificar. Si es necesario, realiza divisiones o simplificaciones para expresar la razón en su forma 
más sencilla.

Para comprender este proceso analiza el siguiente ejemplo:

En un triángulo rectángulo donde:

1.	 Hipotenusa = 10 cm

2.	 Cateto opuesto = 6 cm

3.	 Cateto adyacente = 8 cm

Se calculan las razones para el ángulo agudo θ:

Razones trigonométricas recíprocas 

Las razones trigonométricas también se pueden aplicar cuando se co-
noce el ángulo y uno de los lados para encontrar la medida de los otros 
dos valores del triángulo rectángulo, observa la siguiente figura.

Para encontrar el valor de la hipotenusa y cateto adyacente del triángulo 
rectángulo se requiere utilizar las relaciones trigonométricas seno y tan-
gente de la siguiente manera:

Aplicando la relación tangente se obtiene el valor del cateto adyacente.
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Ejercicio 1. Calcula las razones trigonométricas principales y recíprocas de los siguientes triángulos 
rectángulos para el ángulo marcado en cada uno de ellos.
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Ejercicio 2. Calcula los lados del triángulo rectángulo de acuerdo con las siguientes imágenes.
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Cierre

Resuelve los siguientes planteamientos aplicando los conceptos analizados durante el desarrollo de la 
presente progresión, junto con sus diagrama que lo ilustre.

1.	 Un tejado triangular con un ángulo de inclinación de 30° y una base de 8 metros, ¿cuál es la altura y 
distancia de la inclinación?

2.	 Una escalera de 5 m de longitud (hipotenusa) forma un ángulo de 60° con el suelo. ¿A qué altura llega 
la escalera en la pared?, ¿a qué distancia de la base se encuentra separada la escalera?
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3.	 Un poste de 8 m de altura proyecta una sombra en el suelo, formando un ángulo de 45° con la línea 
de visión desde la cima del poste. ¿Cuál es la longitud de la sombra?
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Responde las siguientes preguntas.

1.	 ¿Cómo puedes identificar si dos figuras son semejantes o congruentes en un problema real?

	

	

	

	

	

2.	 ¿Qué significa que una figura sea autosemejante y dónde lo has visto aplicado?

	

	

	

	

	

3.	 ¿Cómo puedes usar las razones trigonométricas para encontrar un lado o ángulo en un triángulo 
rectángulo?

	

	

	

	

	

4.	¿En qué situaciones reales has usado o podrías usar trigonometría?

	

	

	

	

	

5.	 ¿Por qué es útil trabajar con entes abstractos como puntos, líneas o ángulos en matemáticas?
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6.	¿Qué herramientas tecnológicas has usado para resolver problemas de geometría o trigonometría y 
cómo te ayudaron?

	

	

	

	

	

Criterios de
evaluación

Nivel Básico
(1 pt.)

Nivel Intermedio
(2 pts.)

Nivel Avanzado
(3 pts.)

Aplico conceptos de ángu-
los, semejanza, congruen-
cia y autosemejanza en 
situaciones contextualiza-
das.

Reconozco figuras se-
mejantes o congruen-
tes.

Aplico criterios geomé-
tricos para resolver pro-
blemas simples.

Analizo y modela situacio-
nes reales usando seme-
janza, congruencia y auto-
semejanza con precisión.

Utilizo razones trigonomé-
tricas para resolver proble-
mas con triángulos rectán-
gulos.

Uso fórmulas básicas 
sin justificar.

Aplico razones trigo-
nométricas en proble-
mas conocidos.

Resuelvo problemas com-
plejos usando trigono-
metría con interpretación 
contextual y tecnológica.

Reconozco el valor de los 
entes abstractos y el uso 
de herramientas tecnoló-
gicas en la resolución de 
problemas geométricos y 
trigonométricos.

Reconozco que los con-
ceptos abstractos ayu-
dan a resolver.

Uso herramientas tec-
nológicas básicas para 
apoyar la resolución.

Integro entes abstractos 
y herramientas digitales 
para modelar, resolver y 
vincular con otras áreas 
del conocimiento.

Revisa tu desempeño:

9 puntos - Excelente. 

De 6 a 8 puntos - Bien.

De 4 a 5 puntos - Suficiente.

3 puntos - Insuficiente.
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Una de las civilizaciones que marcaron una época en la historia de la humanidad es la cultura egipcia, la cual 
se fundó a orillas del río Nilo, el cuál le proporcionaba las condiciones necesarias para producir cosechas 
abundantes de cebada y lino, asimismo agua en un entorno desértico, transporte y por ende comercio, pero lo 
que más se reconoce de la cultura egipcia son sus edificaciones, es decir, las pirámides, las cuales simbolizan 
la grandeza cultural de Egipto.

Las pirámides eran tumbas monumentales diseñadas para preservar y honrar a los faraones en su viaje al 
mas allá. Según la religión egipcia, el alma del faraón ascendía hacia los dioses a través de estas estructuras, 
consideradas como un puente hacia la eternidad.

Ahora que se ha recordado a la cultura egipcia se van a analizar sus pirámides desde el punto de vista de la 
geometría y trigonometría, observa la siguiente imagen. 

Si se establece que la cara de uno de los triángu-
los de la pirámide tiene esos valores, calcula la 
altura del triángulo y clasifícalo de acuerdo con 
su lados y ángulos argumentando tu respuesta.
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Leyes y relaciones matemáticas
Apertura

Para comenzar con el desarrollo de la progresión es necesario realizar la si-
guiente pregunta, ¿Alguna vez te has preguntado cómo los principios matemáticos que que aprendes en el 
aula pueden aplicarse en situaciones reales fuera de ella?

La trigonometría, a menudo percibida como un conjunto de fórmulas abstractas, tiene un papel fundamental 
en diversas aplicaciones prácticas. Desde la construcción de edificios hasta la navegación satelital, sus prin-
cipios son esenciales para resolver problemas cotidianos. El teorema de Pitágoras no solo se limita a los pro-
blemas académicos; su aplicación se extiende a la ingeniería civil al permitir cálculos precisos de distancias 
y estructuras.

La ley de senos y la ley de cosenos son herramientas vitales en la navegación y la aviación. Según un estudio 
publicado por la Universidad Nacional Autónoma de México (UNAM), “la ley de senos permite determinar la 
posición de un objeto en relación con dos puntos fijos, lo cual es crucial para la navegación marítima”. De igual 
manera, la ley de cosenos se usa para calcular trayectorias y distancias en el espacio tridimensional, aspecto 
clave en la ingeniería aeronáutica.

Además, la circunferencia unitaria se utiliza en la representación de las funciones trigonométricas y en la com-
prensión de fenómenos periódicos, como las ondas sonoras y electromagnéticas. “El uso de la circunferencia 
unitaria en la trigonometría facilita la visualización de conceptos abstractos y su aplicación en la resolución de 
problemas complejos” (López, 2019). Como te has de dar cuenta las matemáticas tienen un sinfín de aplicacio-
nes en la vida cotidiana, que en muchas ocasiones no son percibidas.

Desarrollo

Teorema de Pitágoras

El Teorema de Pitágoras es una de las piedras an-
gulares de la geometría y ha sido una herramienta primor-
dial en el desarrollo de las matemáticas. Este teorema 
establece que, en un triángulo rectángulo, el cuadrado de 
la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los 
catetos. Es decir, si un triángulo tiene lados de longitud 𝑎, 
𝑏 y una hipotenusa de longitud 𝑐, entonces la relación se 
puede expresar como en el esquema de la izquierda.

El teorema recibe su nombre de Pitágoras de Samos, un 
filósofo y matemático griego que vivió en el siglo VI a.C. 
Aunque la asociación del teorema con Pitágoras es co-
múnmente aceptada, hay evidencia de que los babilonios 
y los egipcios ya conocían y aplicaban este principio mu-
cho antes de que Pitágoras lo formalizara.

Pitágoras fundó una escuela en Crotona, donde él y sus 
seguidores, conocidos como pitagóricos, desarrollaron 
y difundieron muchas ideas matemáticas y filosóficas. 
Aunque no se puede afirmar con certeza que Pitágoras 
mismo descubrió el teorema, la tradición atribuye a su 
escuela el mérito de haberlo formalizado y probado.Representación gráfica del teorema 

de Pitágoras.



33

El fundamento del Teorema de Pitágoras radica en la relación 
geométrica entre los lados de un triángulo rectángulo. La demos-
tración del teorema puede realizarse de diversas maneras, algu-
nas de las cuales son:

 ◼ Demostración algebraica. Esta se basa en la compara-
ción de áreas. Se puede construir un cuadrado grande 
con lado 𝑎 + 𝑏 y subdividirlo de diferentes maneras para 
mostrar que las áreas de los cuadrados sobre los catetos 
suman la del cuadrado sobre la hipotenusa.

 ◼ Demostración geométrica. Usando una serie de triángu-
los semejantes, se puede demostrar que las proporcio-
nes entre los lados de los triángulos rectángulos llevan a 
la relación del teorema.

El teorema de Pitágoras no solo es fundamental en la geometría 
sino también en numerosas disciplinas como la física, la ingeniería 
y la astronomía. Permite calcular distancias, diseñar estructuras y 
comprender la relación entre diferentes magnitudes espaciales.

Ahora que se conoce su historia, fundamento y aplicaciones, es 
momento de realizar ejemplos de cómo se calcular los lados de un 
triángulo rectángulo con el teorema de Pitágoras.

Ejemplo 2.

Ejemplo 1.

Cómo Calcular un Cateto
Si se conoce la hipotenusa y un cateto, se despeja 
la fórmula:

c = √(32 + 42 ) = √(9 + 16) = √25 = 5

a = √(c2 - b2 ) 	      o 	       B = √(c2 - a2 )

a = √(102 - 62 ) = √(100 - 16 = √64 = 8
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Calcula el lado que se desconoce en cada uno de los triángulos rectángulos.

1.	 Obtén la hipotenusa.
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2.	 Obtén el cateto.
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Ley de los senos

La ley de los senos es una fórmula que se aplica 
a los triángulos oblicuángulos, es decir, aquellos que no 
tienen un ángulo recto. Esta ley establece una relación 
proporcional entre las longitudes de los lados de un 
triángulo y los senos de sus ángulos opuestos.

La Ley de los Senos se enuncia de la siguiente manera 
para un triángulo con lados a, b y c, opuestos a los ángu-
los A, B y C respectivamente.

Esto significa que cada lado de un triángulo es proporcional al seno de su ángulo opuesto, lo cual permite re-
solver triángulos oblicuángulos con la información disponible de ángulos y lados conocidos.

El fundamento de la ley de los senos se puede derivar usando las propiedades geométricas de los triángulos. 
Una de las demostraciones más comunes implica trazar una altura desde uno de los vértices del triángulo hasta 
su lado opuesto, dividiendo el triángulo en dos triángulos rectángulos. Utilizando las definiciones de las funciones 
trigonométricas en estos triángulos rectángulos, se puede establecer la relación proporcional mencionada.

La ley de los senos es útil en situaciones donde se conoce suficiente información sobre un triángulo (como dos 
ángulos y un lado, o dos lados y un ángulo opuesto) para determinar las longitudes de los lados o las medidas 
de los ángulos restantes. Algunas aplicaciones prácticas incluyen:

 ◼ Navegación. Determinación de posiciones en mapas y cálculos de rutas.

 ◼ Astronomía. Cálculo de distancias entre cuerpos celestes.

 ◼ Ingeniería. Análisis estructural y diseño.

Es momento se conocer cómo se aplica la fórmula de la ley de los senos, analiza el siguiente ejemplo:

a 
sin A

10 cm 
sin 40°

10 cm x sin 60° 
sin 40°

10 cm x sin 80° 
sin 40°

10 cm x 0.86 
0.64

10 cm x 0.98 
0.64

b 
sin B

b 
sin 60°

 
=

 
=

 
=

 
=

 
=

 
=

 
=

 
=

c 
sin C

c 
sin 80°

13.43 cm

15.31 cm

c = ?

B = 60°
a = 10 cm

C = ?

b = ?

A = 40°
Se tiene un triángulo ABC, A = 40°, B = 60° y el lado a = 10 cm, 
¿Cuánto mide cada uno de sus lados del triángulo?

Solución:

1.	 Determinar el tercer ángulo: en un triángulo, la suma de sus 
ángulos internos siempre es igual a 180 grados, por lo cual:

C = 180° - A – B = 180° - 40° - 60° = 80°

2.	 Aplicar la ley de los senos:

3.	 Calcular b:

4.	Calcular c:

 
Los lados del triángulo son a = 10 cm, b = 13.43 cm  y c = 15.31cm.
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Calcula los lados de los siguientes triángulos aplicando la ley de los senos.

c = ?

c = ?

c = 22 cm

B = ?

B = 40°

B = ?

a = 15 cm

a = ?

a = ?

C = 70°

C = 48°

C = 45°

b = ?

b = 18 cm

b = ?

A = 35°

A = ?

A = 54°
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Ley de los cosenos

La ley de los cosenos es una fórmula que extiende el teorema de Pitágoras a triángulos que no son rectángulos 
y se emplea para calcular las longitudes de los lados o las medidas de los ángulos en cualquier tipo de triángulo.

La ley de los cosenos se enuncia de la siguiente manera para un triángulo con lados a, b y c, opuestos a los 
ángulos A, B y C respectivamente:

c2 = a2 + b2 - 2ab ⋅ cos (C)
De manera similar, se puede escribir las fórmulas para los otros dos lados:

a2 = b2 + c 2 - 2bc ∙ cos (A)
b2 = a2 + c 2  - 2ac ⋅ cos (B)

Estas fórmulas permiten calcular la longitud de un lado cuando se conocen las longitudes de los otros dos 
lados y la medida del ángulo entre ellos, o para calcular la medida de un ángulo cuando se conocen las longitu-
des de los tres lados del triángulo.

El fundamento de la ley de los cosenos puede derivarse del teore-
ma de Pitágoras aplicando propiedades geométricas adicionales. 
Se considera un triángulo oblicuángulo y se traza una altura des-
de un vértice hasta el lado opuesto, dividiendo el triángulo en dos 
triángulos rectángulos. Utilizando las definiciones de las funcio-
nes trigonométricas y el teorema de Pitágoras en estos triángulos 
rectángulos, se deduce la relación entre los lados y los ángulos del 
triángulo oblicuángulo.

Ahora analiza el siguiente ejemplo para aplicar la fórmula de la ley 
de los cosenos.

Se tiene un triángulo ABC, donde el lado a = 8 cm, el lado b = 6 cm  y C = 60°, ¿cuál es el valor del lado c?

Al aplicar la ley de los cosenos se obtiene:

c2 = 82 + 62 – 2(8)(6) cos60°

c2 = 64 + 36 – 2(8)(6) (0.5)

c2 = 64 + 36 – 48 = 52

c = √52 = 7.21 cm

El lado c del triángulo tiene una longitud de 7.21 cm

Fundamento de la ley de los cosenos al formar dos trián-
gulos rectángulos al dividir el triángulo oblicuángulo.
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Aplicando la ley de los cosenos calcula el lado de longitud desconocida en los siguientes triángulos.

C = 45°

C = 7 cm

b = 9 cm

C = 90°



a = 7 cm
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b = 10 cm

A = 30°

c = 5 cm

B = 75°

c = 8 cm

A = 50°

b = 9 cm

c = 15 cm
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Circunferencia unitaria

La circunferencia unitaria es una 
herramienta fundamental en el estudio de 
las funciones trigonométricas, ya que pro-
porciona una manera visual e intuitiva de 
comprender la relación entre los ángulos y 
las longitudes de los lados en un triángulo. 
La circunferencia unitaria es un círculo con 
radio igual a uno, centrado en el origen del 
plano cartesiano.

Para comprender cómo se utilizan las fun-
ciones trigonométricas en la circunferen-
cia unitaria, se debe considerar un ángulo 
θ formado por un rayo que parte del origen 
y una línea que se extiende a lo largo del eje 
positivo 𝑋. Este ángulo puede ser positivo 
(girando en sentido contrario a las agujas 
del reloj) o negativo (girando en sentido de 
las agujas del reloj).

Los puntos en la circunferencia unitaria están definidos por coordenadas (𝑋, 𝘠), donde 𝑋 = cos(θ) y 𝘠 = sin(θ). 
Estas coordenadas representan el coseno y el seno del ángulo θ, respectivamente. De esta manera, se puede 
visualizar las funciones trigonométricas como proyecciones en el eje 𝑋 y el eje 𝘠 de la circunferencia unitaria.

Las aplicaciones que tiene la circunferencia unitaria son:

1.	 Visualización de funciones trigonométricas. Permite visualizar cómo varían las funciones coseno 
y seno conforme cambia el ángulo θ. Esto es útil para entender las propiedades de periodicidad y si-
metría de estas funciones.

2.	 Determinación de valores exactos. Al utilizar la circunferencia unitaria, es posible determinar valo-
res exactos de las funciones trigonométricas para ángulos comunes, como 0°, 30°, 45°, 60° y 90°. Por 
ejemplo, para θ = 45° o θ = 𝜋 

4   radianes, se tiene que cosθ = √2 
2  y sinθ = √2 

2   .

3.	 Comprensión de identidades trigonométricas. La circunferencia unitaria facilita la comprensión y 
demostración de identidades trigonométricas importantes, como las identidades de ángulos com-
plementarios, las identidades de suma y diferencia de ángulos, y las identidades de doble ángulo.

Circunferencia unitaria con los valores de las funciones coseno y seno para 
cada uno de los ángulos.
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Cierre

Es momento de integral los conocimientos en binas resuelvan los siguientes planteamientos aplicando 
los conocimientos y habilidades desarrolladas durante este tema.

1.	 Un ingeniero está diseñando una estructura triangular y necesita determinar la longitud de uno de 
los lados del triángulo y el área de la estructura. Los lados conocidos del triángulo miden 7 metros y 
10 metros, con un ángulo incluido de 45°.

2.	 Una torre de comunicaciones se coloca a una distancia de 20 metros de un punto A y 25 metros de 
un punto B. La distancia entre los puntos A y B es de 30 metros. Encuentra la altura de la torre.
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Responde las siguientes preguntas.

1.	 ¿Cómo puedes saber si un triángulo es rectángulo usando el recíproco del Teorema de Pitágoras?

	

	

	

	

	

2.	 ¿Cuándo se usa la Ley de Senos o la Ley de Cosenos para resolver un triángulo?

	

	

	

	

	

3.	 ¿Qué representa la circunferencia unitaria en trigonometría?

	

	

	

	

	

4.	¿Cómo puedes usar la circunferencia unitaria para resolver problemas trigonométricos?

	

	

	

	

	

5.	 ¿Por qué es útil demostrar una fórmula como la Ley de Cosenos?
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6.	¿Cómo puedes explicar con tus palabras una relación trigonométrica como el seno de un ángulo?

	

	

	

	

	

Criterios de
evaluación

Nivel Básico
(1 pt.)

Nivel Intermedio
(2 pts.)

Nivel Avanzado
(3 pts.)

Reconozco y aplica leyes 
matemáticas como el 
recíproco del Teorema de 
Pitágoras, Ley de Senos y 
Ley de Cosenos.

Identifico las leyes sin 
aplicarlas correcta-
mente.

Aplico las leyes en pro-
blemas conocidos.

Utilizo las leyes con preci-
sión en problemas diversos, 
justificando su uso según el 
tipo de triángulo.

Exploro la circunferencia 
unitaria como herramienta 
para representar razones 
trigonométricas.

Reconozco la cir-
cunferencia unitaria 
como un círculo.

Relaciono ángulos con 
coordenadas en la 
circunferencia.

Uso la circunferencia 
unitaria para representar 
funciones trigonométricas 
y resolver problemas con-
textualizados.

Desarrollo razonamientos 
y demostraciones sencillas 
que faciliten la formalización 
de conceptos geométricos y 
trigonométricos.

Repito fórmulas sin 
explicación.

Explico con ejemplos 
simples el significado 
de relaciones trigo-
nométricas.

Argumento y demuestra 
relaciones geométricas y 
trigonométricas, conectan-
do ideas y conceptos con 
claridad.

Revisa tu desempeño:

9 puntos - Excelente. 

De 6 a 8 puntos - Bien.

De 4 a 5 puntos - Suficiente.

3 puntos - Insuficiente.
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Geometría Euclidiana
Apertura

La geometría Euclidiana, bautizada en honor al matemático griego Euclides, constituye la base de la geo-
metría tradicional que se estudia en la educación básica. Se fundamenta en una colección de axiomas y pos-
tulados, entre ellos el postulado de las paralelas, el cual sostiene que por un punto exterior a una recta dada, 
solo puede trazarse una paralela a dicha recta.

Euclides, quien vivió alrededor del año 300 a.C., recopiló su conocimiento en la obra “Elementos”, que se con-
solidó como uno de los textos más influyentes en la historia de la matemática. En esta obra, Euclides formuló 
cinco postulados fundamentales, sentando las bases para toda la geometría posterior. Su obra no solo in-
fluenció el desarrollo matemático, sino que también permeó áreas como la física y la ingeniería, estableciendo 
principios que, hasta la fecha, son aplicados y estudiados.

¿Cómo crees que los axiomas y postulados de Euclides han influenciado la comprensión 
moderna del espacio y las formas geométricas?, escribe tu respuesta en las siguientes 
líneas y comparte con tus compañeros de clase.

	

	

	

	

	

Desarrollo

Postulados

Como se mencionó en párrafos anteriores, la geometría Euclidiana se basa en 5 postulados que a con-
tinuación se describen.

Primer postulado
“Se puede trazar una línea recta desde cualquier punto a cualquier 

otro punto.”

Si tienes dos puntos A y B en una hoja de papel, siempre puedes di-
bujar una línea recta que los conecte de forma directa.

Segundo postulado
“Se puede prolongar una línea recta de manera indefinida en cual-

quier dirección.”

Imagina una línea recta trazada en tu cuaderno. Según este postula-
do, podrías extender esa línea tanto como quieras, en ambas direc-
ciones.
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Tercer postulado
“Se puede dibujar un círculo con cualquier centro y 

cualquier radio.”

Si colocas un compás con la punta en el centro de 
una hoja y ajustas la otra punta a cierta distancia 
(radio), puedes trazar un círculo perfecto alrededor 
del punto central.

Cuarto postulado
“Todos los ángulos rectos son iguales entre sí.”

Los ángulos de 90 grados en una esquina de un 
libro, en una esquina de una habitación, o en cual-
quier lugar, siempre son iguales.

Quinto postulado (postulado de las paralelas)
“Si una línea recta que corta a otras dos líneas pro-
duce ángulos interiores en el mismo lado que su-
man menos de dos ángulos rectos, entonces esas 
dos líneas, si se prolongan indefinidamente, se en-
contrarán en ese lado.”

Imagina que tienes dos líneas rectas (L1 y L2) y una 
tercera línea (T) que las corta. Los ángulos forma-
dos en un lado de la línea T, donde esta cruza las 
líneas L1 y L2, son llamados ángulos interiores. Si la 
suma de estos ángulos interiores es menor a 180 
grados

De acuerdo con el quinto postulado, las líneas L1 y 
L2 se encontrarán si se prolongan indefinidamente 
hacia ese lado.

Como puedes observar si los ángulos interiores 
son menores a 180°, las líneas se encuentran en un 
punto.
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Para comprender cómo se aplica este postula-
do es necesario aplicar los conocimientos de la 
progresión pasada. Analiza el siguiente ejemplo:

Se tiene una recta de 5 cm de longitud en po-
sición horizontal y por los extremos la cortan 
dos rectas de 7 y 8 cm de longitud, que forman 
ángulos de 70° y 50°  respectivamente, ¿a qué 
distancia se cortan las líneas para formar un 
triángulo?

Para darle solución se puede realizar de forma 
gráfica con ayuda de la regla y transportador 
para realizar el trazo y medir las distancias. Tal como se observa en las imágenes de la izquierda.

La distancia que corta la recta de 7 cm es a 4.4 cm de longitud, mientras que la de 8 cm corta a una distancia de 
5.2 cm.

Pero también se puede realizar de manera analítica la comprobación de los lados del triángulo que se forma, 
ya que se conoce el valor de un lado del triángulo y dos ángulos por lo que se puede utilizar la ley de los senos 
para conocer el valor de los otros lados del triángulo.

Si el lado de 5 cm es el valor del lado a y B = 70° y C=50°, la ley de los senos queda:

A = 180° - 70° - 50° = 60°

sin 70° x 5 cm 
sin 60°b = = 5.42 cm

sin 50° x 5 cm 
sin 60°c = = 4.42 cm

50 cm 
sin 60°

b 
sin 70° == c 

sin 50°

Cómo te puedes dar cuenta los valores analíticos son más exactos, sin embargo, se puede utilizar ambo méto-
dos para comprobar el quinto postulado de Euclides.



50

Es momento de comprobar el quinto postulado de Euclides, realiza el trazo y cálculo de cada uno de los 
siguientes planteamientos:

1.	 Se tiene una recta de 8 cm de longitud en posición horizontal y por los extremos la cortan dos rec-
tas de 6 y 9 cm de longitud, que forman ángulos de 45° y 30°  respectivamente, ¿a qué distancia se 
cortan las líneas para formar un triángulo?
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2.	 Una recta vertical de 8 cm a la cual cortan dos recta de 9 y 10 cm respectivamente con ángulos de 
60° y 40°, ¿a qué distancia se cortan las líneas para formar un triángulo?
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Geometría esférica

La geometría esférica es una rama de la geometría que se ocupa de las figuras situadas en la superficie de 
una esfera. A diferencia de la geometría euclidiana, que estudia figuras planas, la geometría esférica se centra 
en las propiedades y relaciones de figuras tridimensionales. Este tipo de geometría es fundamental para diver-
sas aplicaciones prácticas, en especial los campos de la astronomía, la cartografía y la navegación.

Conceptos básicos de la geometría esférica
En los siguientes párrafos se definen los conceptos básicos aplicados a la geometría esférica.

1.	 Superficie esférica. Una esfera es una superficie tridimensional 
donde todos los puntos están a la misma distancia de un punto 
central llamado centro de la esfera. La distancia desde el centro 
hasta cualquier punto en la superficie es el radio de la esfera.

Para calcular la superficie de la esfera se utiliza la siguiente fórmula:

A = 4πr2

Donde:

A es la superficie esférica.

r es el radio de la esfera.

π es la constante matemática igual a 3.14159…, para fines prácticos 3.1416.

Para conocer cómo se aplica esta fórmula, se plantea lo siguiente:

Una esfera tiene un radio de 7 unidades, ¿cuál es su superficie?

El primer paso es obtener los datos.

r = 7 unidades.

π = 3.1416 redondeado para fines prácticos.

A = ?

En la imagen se representa la superficie 
esférica y radio de la espera.

Esfera de 7 unidades de radio ubicada en el 
punto (3,2,2) del plano tridimensional (x,y,z).

Ahora se escribe la fórmula y se sustituyen los datos:

A = 4πr2

A = 4×3.1416×(7 u)2 = 615.7536 u2

El resultado es 615.7536 unidades cuadradas.

2.	 Círculo máximo. En una esfera, un círculo máximo 
es el equivalente tridimensional de una línea rec-
ta en un plano euclidiano. Es el mayor círculo que 
se puede trazar en una esfera y su circunferencia 
pasa por el centro de la esfera. Los círculos máxi-
mos son fundamentales para medir distancias en 
la superficie esférica.

Para calcular la longitud de la circunferencia 
de un círculo máximo en una esfera, se utiliza la 
fórmula de circunferencia igual a:

C = 2πr
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Representación del círculo máximo y menor de la esfera.

Donde:

C es la longitud de la circunferencia.

r es el radio de la esfera.

π es la constante matemática.

Para calcular la circunferencia del círculo máximo de la esfera de 7 unidades de radio, sería:

C = 2πr = 2 × 3.1416 × 7 u = 43.9824 u
La circunferencia del círculo máximo de la esfera de radio de 7 unidades es de: 43.9824 unidades.

3.	 Círculo menor. Es un círculo en la superficie de una esfera 
que no pasa por el centro de la esfera. En otras palabras, es 
un círculo cuya circunferencia es menor que la del círculo 
máximo.

4.	Ángulos esféricos. En la geometría esférica, los 
ángulos se miden por la cantidad de giro de una lí-
nea en la superficie de la esfera. Los ángulos esfé-
ricos se forman por la intersección de dos círculos 
máximos y son necesarios para entender las figu-
ras esféricas.

Ángulo esféricos formados por el cruce de dos círculos máximos. Un ángulo diedro es el ángulo formado por 
la intersección de dos planos que se cortan y que intersecan la superficie de una esfera, creando dos círculos 
máximos. El ángulo diedro se mide como el ángulo entre estos dos planos en el punto de intersección de los cír-
culos máximos en la superficie de la esfera.

5.	 Triángulos esféricos. Un triángulo esférico se forma por la intersección de 
tres círculos máximos. A diferencia de los triángulos planos, los triángulos 
esféricos tienen ángulos internos que suman más de 180 grados. Esta pro-
piedad es útil para resolver problemas relacionados con la navegación y la 
astronomía.

	 Existen dos técnicas que se aplican a los triángulos esféricos que son la ley 
de los senos y cosenos que a continuación se describen.
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1.	 Ley de los senos esféricos. Esta ley relaciona los lados y los ángulos 
de un triángulo esférico. Se formula como:

Donde a, b y c son los lados del triángulo esférico, y A, B y C son los ángulos 
opuestos a estos lados. Para conocer cómo se aplica esta ley analiza el si-
guiente planteamiento:

La ruta de navegación entre tres puntos de la Tierra a, b, y c está formado por un triángulo esférico que tiene 
la distancia a es de 500 millas náuticas, mientras que la distancia b es de 700 millas náuticas, el ángulo B es de 
60°, ¿Cuál es el valor del ángulo A?

Para dar solución a este planteamiento es necesario situar los datos en un triángulo esférico.

El siguiente paso es convertir las distancias en radianes, se sabe que una milla náutica es 
1 

60  de grado y un 
grado es igual 𝜋 

180  radianes, la conversión queda:

Se aplica la ley de senos esféricos: 

Sustituyendo los valores:

Para obtener el ángulo se utiliza se función inversa el seno.

A = sin-1 0.6202 = 38.33°

2.	 Ley de los cosenos esféricos. Similar a la ley de los cosenos en la geometría plana, pero adaptada a la 
geometría esférica, se utiliza para calcular los lados y ángulos de triángulos esféricos:

cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A
Para comprender su aplicación analiza el siguiente ejemplo:

En astronomía, se requiere encontrar la distancia angular (c) entre dos estrellas vistas desde la Tierra, sabien-
do que están separadas por un ángulo C = 70°, y las distancias angulares de estas estrellas desde un tercer 
punto de referencia son a = 50° y b = 60°.

Aplicando la ley de los cosenos esféricos se establece que:

cos c = cos a cos b + sin a sin b cos C

Sustituyendo los valores:

cos c = cos 50° cos 60° + sin 50° sin 60° cos 70°C

cos c = 0.6427 × 0.5 + 0.7660 × 0.8660 × 0.3420 = 0.5482

Finalmente, se calcula c:

c = cos-1 0.5482 = 56.75° Diagrama de la Tierra que muestra los principales 
círculos de latitud y el eje polar desde la perspectiva 

de la geometría esférica.

sin a 
sin A

sin a 
sin A

sin b 
sin B

sin b 
sin B

 
=

 
=

 
= sin c 

sin C

sin 0.145 rad 
sin A

0.1444 
sin A

sin A = 0.1444 x 0.8660 
0.2016

 = 0.6202

sin 0.203 rad 
sin 60°

0.2016 
0.8660

a = 500 mi x 𝜋 
180 x 60 = 0.145 rad

b = 700 mi x 
𝜋 

180 x 60 = 0.203 rad

=

=
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Cierre

Resuelve los siguientes problemas sobre geometría esférica.

1.	 Calcula la superficie de una esfera que tiene un radio de 6 unidades.
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2.	 Determina la circunferencia de un círculo máximo en una esfera con un radio de 8 unidades.
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3.	 En un  triángulo esférico, los lados a y b son 30° y 45° respectivamente, y el ángulo C opuesto a c es 
de 60°. Encuentra el ángulo B opuesto al lado b.
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Responde las siguientes preguntas.

1.	 ¿Qué caracteriza a la Geometría Euclidiana y qué papel tienen sus postulados?

	

	

	

	

	

2.	 ¿Por qué el quinto postulado de Euclides fue tan debatido históricamente?

	

	

	

	

	

3.	 ¿Qué diferencia hay entre la geometría euclidiana y la no euclidiana?

	

	

	

	

	

4.	¿Cómo se representa una línea recta en geometría no euclidiana?

	

	

	

	

	

5.	 ¿Por qué no se puede usar geometría euclidiana para calcular rutas aéreas o espaciales?
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6.	¿Qué ejemplos reales muestran la utilidad de la geometría no euclidiana?

	

	

	

	

	

Criterios de
evaluación

Nivel Básico
(1 pt.)

Nivel Intermedio
(2 pts.)

Nivel Avanzado
(3 pts.)

Reconozco el plantea-
miento histórico de la 
Geometría Euclidiana y 
sus postulados.

Identifico que la geome-
tría tiene reglas.

Describo los postulados 
y el papel del quinto.

Explico el sistema deduc-
tivo de Euclides y el de-
bate histórico del quinto 
postulado.

Analizo las diferencias 
entre geometría euclidia-
na y no euclidiana.

Reconozco que hay geo-
metrías diferentes.

Comparo modelos pla-
nos y curvos con ejem-
plos.

Analizo las implicaciones 
del quinto postulado y las 
propiedades de los mo-
delos no euclidianos.

Relaciono las geometrías 
con ejemplos reales y su 
utilidad en la solución de 
problemas.

Menciono ejemplos sim-
ples de aplicación.

Relaciono geometría con 
problemas reales como 
rutas o mapas.

Explico con profundidad 
cómo se aplican los mo-
delos geométricos en 
ciencia, tecnología y na-
vegación.

Revisa tu desempeño:

9 puntos - Excelente. 

De 6 a 8 puntos - Bien.

De 4 a 5 puntos - Suficiente.

3 puntos - Insuficiente.



1.	 ¿Cómo se sintieron?

	
	

2.	 ¿Fue fácil realizarlo?

	
	

3.	 ¿Cuál era la meta en común?

	
	

4.	¿Qué obstáculos encontraron?

	
	

5.	 ¿Qué implicaciones tuvo que no pudieran hablar?

	
	

6.	¿Los obstáculos se pueden solucionar si no hablan sobre ellos?
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Problema identificado, problema resuelto
“Nunca dudes que un pe-

queño grupo de personas 
pensantes y comprome-
tidas pueden cambiar el 

mundo. De hecho son las 
únicas que lo han logrado”.

Margaret Mead. 

Lograr que se dé de forma eficiente el trabajo colaborativo puede ser complejo. Te-
ner un objetivo común no es suficiente para colaborar. Cuando no se valora la diver-
sidad, lo distinto (por ejemplo: identidades, carismas, cualidades e intereses) de quie-
nes integran un grupo, pueden presentarse procesos organizativos tediosos, poco 
constructivos o, incluso, violentos. Además, para trabajar de manera colaborativa no 
hay fórmulas preestablecidas debido a que todos los grupos son distintos. De ahí la 
importancia de dialogar con apertura, libertad y respeto para detectar particularida-
des que limitan o favorecen la cooperación. El reto es identificar emociones y dispo-
siciones mentales que facilitan u obstaculizan el trabajo colaborativo.

Actividad 1. Formen equipos. Una vez sentados en equipos, no pueden hablar. Para realizar la actividad necesitan 
un bolígrafo y una hoja blanca por equipo. Deben completar un dibujo de manera coperativa. Establezcan turnos 
para que todos participen. En su turno, cada uno, solo puede hacer un trazo; luego continuará la siguiente persona 
y así de forma sucesiva. Recuerden, no se puede hablar y solo puede participar una persona a la vez haciendo 
solo un trazo. Tienen cuatro minutos para terminar la obra. 

Al finalizar el dibujo, respondan las siguientes preguntas:
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Trabajar de forma colaborativa implica estar dispuestos a practicar la comunicación asertiva como eje central. 
Si se pertenece a un grupo que tiene proyectos, es preciso ir prevenidos teniendo en cuenta que se presentarán 
desacuerdos entre los integrantes. Conversar sobre las problemáticas específicas que surgen suele ser una 
herramienta eficaz que anticipa que la colaboración sea efectiva.

Actividad 2. Piensen en alguna problemática que haya obstaculizado el trabajo en equipo y conversen sobre 
cómo pueden atenderla. Den ejemplos y propongan alternativas de solución. Luego de la conversación grupal, 
completa de manera individual la siguiente tabla.

Problemáticas que afectan el trabajo
colaborativo en el salón ¿Qué podemos hacer?
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Lee el siguiente texto de Elena Poniatowska denominado “La Identidad”.

La identidad, cuento de Elena Poniatowska (Francia-México, 1932)

Yo venía cansado. Mis botas estaban cubiertas de lodo y las arrastraba como si fueran féretros. La mochila 
se me encajaba en la espalda, pesada. Había caminado mucho, tanto que lo hacía como un animal que se 
defiende. Pasó un campesino en su carreta y se detuvo. Me dijo que subiera. Con trabajo me senté a su 
lado. Calaba frío. Tenía la boca seca, agrietada en la comisura de los labios; la saliva se me había hecho 
pastosa. Las ruedas se hundían en la tierra dando vuelta lentamente. Pensé que debía hacer el esfuerzo de 
girar como las ruedas y empecé a balbucear unas cuantas palabras. Pocas. Él contestaba por no dejar y 
seguimos con una gran paciencia, con la misma paciencia de la mula que nos jalaba por los derrumbaderos, 
con la paciencia del mismo camino, seco y vencido, polvoroso y viejo, hilvanando palabras cerradas como 
semillas, mientras el aire se enrarecía porque íbamos de subida –casi siempre se va de subida-, hablamos, 
no sé, del hambre, de la sed, de la montaña, del tiempo, sin mirarnos siquiera. Y de pronto, en medio de la 
tosquedad de nuestras ropas sucias, malolientes, el uno junto al otro, algo nos atravesó blanco y dulce, una 
tregua transparente. Y nos comunicamos cosas inesperadas, cosas sencillas, como cuando aparece a lo 
largo de una jornada gris un espacio tierno y verde, como cuando se llega a un claro en el bosque. Yo era 
forastero y sólo pronuncié unas cuantas palabras que saqué de mi mochila, pero eran como las suyas y 
nada más las cambiamos unas por otras. Él se entusiasmó, me miraba a los ojos, y bruscamente los árboles 
rompieron el silencio. “Sabe, pronto saldrá el agua de las hendiduras”. “No es malo vivir en la altura. Lo malo 
es bajar al pueblo a echarse un trago porque luego allá andan las viejas calientes. Después es más difícil 
volver a remontarse, no más acordándose de ellas”… Dijimos que se iba a quitar el frío, que allá lejos estaban 
los nubarrones empujándolo y que la cosecha podía ser buena. Caían nuestras palabras como gruesos 
terrones, como varas resecas, pero nos entendíamos.

Llegamos al pueblo donde estaba el único mesón. Cuando bajé de la carreta empezó a buscarse en todos 
los bolsillos, a vaciarlos, a voltearlos al revés, inquieto, ansioso, reteniéndome con los ojos: “¿Qué le rega-
laré? ¿qué le regalo? Le quiero hacer un regalo…” Buscaba a su alrededor, esperanzado, mirando el cielo, 
mirando el campo. Hurgoneó de nuevo en su vestido de miseria, en su pantalón tieso, jaspeado de mugre, 
en su saco usado, amoldado ya a su cuerpo, para encontrar el regalo. Miró hacia arriba, con una mirada 
circular que quería abarcar el universo entero. El mundo permanecía remoto, lejano, indiferente. Y de pronto 
todas las arrugas de su rostro ennegrecido, todos esos surcos escarbados de sol a sol, me sonrieron. To-
dos los gallos del mundo habían pisoteado su cara, llenándola de patas. Extrajo avergonzado un papelito de 
no sé dónde, se sentó nuevamente en la carreta y apoyando su gruesa mano sobre las rodillas tartamudeó:

-Ya sé, le voy a regalar mi nombre.

Fuente:  De noche vienes (1979), México D.F., Ediciones Era, 1985, págs. 16-17, recuperado de: Cuento breve 
recomendado: “La identidad”, de Elena Poniatowska
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Responde las siguientes preguntas.

1.	 ¿Cuál es el tema principal del cuento “La identidad” de Elena Poniatowska?

	
	
	
	

2.	 ¿Qué simboliza el viaje del protagonista en el cuento “La identidad”?

	
	
	
	

3.	 ¿Cómo se aborda el tema de la memoria histórica en el cuento “La identidad”? 
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Resuelve los siguientes planteamientos y subraya la respuesta correcta.

1.	 	 En un triángulo ABC, el ángulo A mide 40° y el ángulo B mide 70°. ¿Cuál es la medida del ángulo C?

a) 60°			   b) 70°			   c) 80° 			   d) 90°

2.	 	En un triángulo isósceles, los ángulos de la base son 50° cada uno. ¿Cuál es la medida del ángulo del vértice?

a) 80°	  		  b) 90°			   c) 100°			   d) 120°

3.	 	 En un triángulo rectángulo, los catetos miden 6 cm y 8 cm. ¿Cuál es la longitud de la hipotenusa?

a) 7 cm 		  b) 8 cm 		  c) 9 cm 		  d) 10 cm

4.		En un triángulo ABC, ∠A=30°, ∠B=45° y el lado a frente al ángulo A mide 5 cm. ¿Cuál es la longitud del lado 
b frente al ángulo B? 

a) 5√2  cm		  b) 10√2  cm 		  c) 7√3  cm 		  d) 9√2  cm 

5.	 	En un triángulo ABC, los lados a y b miden 7 cm y 10 cm, respectivamente, y el ángulo ∠C entre ellos mide 
60°. ¿Cuál es la longitud del lado c opuesto al ángulo ∠C.

a) 7 cm		  b) √79  cm 		  c) √99  cm 		  d) √109  cm 

6.		En un cuadrilátero convexo, los ángulos A, B, y C miden 90°, 85° y 95° respectivamente. ¿Cuál es la medida 
del ángulo D? 

a) 90°			   b) 85°			   c) 80°			   d) 75°

7.	 En un triángulo equilátero, si cada lado mide 6 cm, ¿cuál es la altura del triángulo? 

a) 3√3  cm		  b) 4√3  cm 		  c) 5√3  cm 		  d) 6√3  cm 

8.		En un triángulo rectángulo, la hipotenusa mide 13 cm y uno de los catetos mide 5 cm. ¿Cuál es la longitud 
del otro cateto? 

a) 9 cm		  b) 10 cm 		  c) 11 cm 		  d) 12 c






