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* " Enla Editorial Planea estamos comprometldos por ofrecer

materiales diddcticos de alta calidad, apegados al Nuevo
Modelo Educativo de la Educacion Media Superior, basados
en la premisa de desarrollar en ti joven estudiante un aprendi-
zaje situado en tu entorno, que te ayude cada dia a enfrentar
los problemas que se te presenten, que te permitan adaptarte
alos cambios de la vida social, econdmica y politica, al tiempo
que te proporcionen un constante aprendizaije, que sea inclusi-
vo, pluricultural, colaborativo y equitativo, es decir, apoyado en
los principios de la Nueva Escuela Mexicana.

Este libro se encuentra apegado en su totalidad al programa
de estudios basado en progresiones de aprendizaje del NME
de la EMS, abordando las categorias y subcategorias para
lograr los aprendizajes meta que propone el programa de
Pensamiento Matematico lll.

Estas progresiones, se encuentran organizadas en tres uni-
dades de aprendizaije. La primera inicia con la narracion de

la historia del calculo diferencial, aqui se explica como se fue
desarrollando a lo largo del tiempo algunos conceptos clave
tales como la idealizacion del infinito, la concepcion de la recta
secante y tangente, asi como el concepto mismo de derivada.
En la segunda unidad se desarrollan las progresiones referen-
tes al concepto de derivada, se explican las reglas de deriva-
ciony se analiza graficamente. Por Gltimo, en el tercer parcial
se estudian aplicaciones de la derivada en la resolucion de
problemas y en diferentes tipos de funciones importantes
dentro del cdlculo diferencial.

El libro se ha disefiado para ti, con la finalidad desarrollar tus

conocimientos y habilidades en el calculo diferencial a través
de larevision de los conceptos basicos de esta rama tan
importante dentro de las matematicas.
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. La Nueva Escuela Mexicana NE

La Nueva Escuela Mexicana (NEM) parte de un diagndstico donde la educacion se entendia como
tres ciclos sin conexion, la educacion bdsica (preescolar, primaria y secundaria), la educacion media
superior y la educacion superior, con base en este diagndstico se construye una propuesta con una
educacion que debe ser entendida para toda la vida, bajo el concepto de aprender a aprender, la actua-
lizacién continua, adaptacion a los cambios y el aprendizaje permanente.

La NEM propone un plan de 23 afos en los diferentes niveles educativos, los cuales estén interco-
nectados entre si, donde se potencialice la formacion integral de las niflas, niflos, adolescentes y jbvenes
con el objetivo de promover el aprendizaje de excelenciaq, inclusivo, pluricultural, colaborativo y equitativo
alo largo de su formacion.

Para alcanzar el bienestar y la prosperidad incluyente, la NEM se fundamenta en los siguientes prin-
cipios:

Responsabilidad ciudadana. El principio
implica la aceptacion de derechos y
deberes personales y comunes, el respeto
por los valores civicos por parte de los
estudiantes formados en la NEM es esencidal
40 para transmitir los valores de honestidad,
respeto, justicia, solidaridad, reciprocidad,
lealtad, libertad, equidad y gratitud.

Fomento de la identidad con
México. El amor a la patria, el aprecio
por su cultura, el conocimiento de su
historia y el compromiso de los valores
plasmados en la Constitucion Politica,
son las acciones que forman este
principio.

Honestidad. Se destaca este valor
dentro de la responsabilidad social de
los estudiantes, el cual permite formar
una sociedad con base en la confianza

y el sustento de la verdad de todas las
acciones para permitir una sana relacion
entre los ciudadanos.




Participacionenla
transformacion de la sociedad.
La superaciéon de cada persona \ | /
por iniciativa propia es la base -
de este principio, el sentido
social de la educacion permite
construir relaciones cercanas,
solidarias y fraternas que superan
las indiferencias y la apatia por
transformar la sociedad.

Promocion de la cultura de

la paz. El objetivo de la agenda
2030 que promueve “Paz, justicia e
instituciones soélidas”, tiene como
fundamento promover sociedades
pacificas, inclusivas, que faciliten el
desarrollo sostenible, el acceso ala
justicia para todos y la construccion
a todos los niveles de instituciones
eficaces e inclusivas que rindan
cuentas.

Promocion de la interculturalidad. El
aprecioy la comprension por la diversidad
cultural y lingtistica, asi como, el diGlogo

y el intercambio cultural es una fuerza
motriz para tener una vida intelectual,
afectiva, moral y espiritual.

Respeto por la naturalezay
cuidado del medio ambiente.
La conciencia ambiental favorece
la proteccion y conservacion del
medio ambiente, la prevencion de la

Respeto de la dignidad
humana. Promover el respeto
irrestricto a la dignidad y los
derechos humanos de las personas,

con base en la conviccion de la contaminacion y cambio climatico
igualdad de todos los individuos en comienza con la educacion del
derechos, trato y oportunidades. desarrollo sostenible.




Dentro del libro se encuentra desarrollado el Nuevo Modelo Educativo de la Educacion Media Superior, el
cual se basa en un programa de estudio por progresiones de aprendizaje, las cuales se desarrollan en tres

r

momentos que son:
Apertura. En este Desarrollo. )\ Cierre.Eneste
primer momento se Se presenta el N—— (jltimo momento se
busca despertar el contenido y se realiza busca consolidar los
interés y la motivacion una explicacion clara aprendizajes y hacer
del estudiante por y detallada de los una evaluacioén del
eltemaque sevaa conceptos clave. proceso.
abordar.

También se encuentran las secciones:

Evaluacion diagnéstica. Se encuentra al
inicio de cada unidad de aprendizaije, ayuda
aidentificar las fortalezas y debilidades con
los temas que se van a abordar.

Practicas transversales.
Donde se enlazan los
aprendizajes de los recursos
sociocognitivos con las

siguiente ejemplo:

Lectura NEM. Es una actividad de
comprension lectora que aborda
uno de los principios de la Nueva
Escuela Mexicana.

Categorias, subcategorias y metas de apren-
dizaje. Cada progresién tiene al inicio las cate-
gorias, subcategorias y metas de aprendizaje que
aborda su contenido como se muestra a conti-
nuacion:

off

conocimiento por medio de los diferentes
disciplinas de las dreas de ambitos de los recursos socioemocionales que
conocimiento. estdn presentes en este tipo de actividades.

Aprendizaije situado en contextos:

e
N ® @ %
B %@
Escuela Comunidad

Prdcticas socioemocionales.
El curriculum ampliado se vincula con
los recursos sociocognitivos, reas de

Practicas de aprendizaje. La mejor manera de aplicar los conocimientos y habilidades
aprendidas es a través de este tipo de prdacticas, las cuales est@in numeradas, ubicadas en
un contexto de aprendizaje y potencializando un principio de la NEM, como se muestra en el

Evaluacion de la unidad de
aprendizaije. Son reactivos
que abordan los temas de cada
unidad de aprendizaije.

Subcategoria _ |
de aprendizaje > 5
Metas
—

de aprendizaje

Categorias

de aprendizaje .



Progresiones de aprenaizaje E’v‘

1. Generaintuicion sobre conceptos como variacion promedio, variacioninstantdnea, procesos
infinitos y movimiento a través de la revision de las contribuciones que desde la filosofia y la
matemadtica hicieron algunas y algunos personajes histéricos en la construccion de ideas
centrales para el origen del calculo.

Analiza de manera intuitiva algunos de los problemas que dieron origen al cdlculo diferencial,
en particular el problema de determinar la recta tangente a una curva en un punto dado.

A 0

Revisa situaciones y fendmenos donde el cambio es parte central en su estudio, con la
finalidad de modelarlos aplicando algunos conocimientos bdsicos de funciones reales de
variable real y las operaciones bdsicas entre ellas.

R

Analizala grafica de funciones de variable real buscando simetrias, y revisa conceptos como
continuidad, crecimiento, decrecimiento, mdximos y minimos relativos, concavidades, entre
otros, resaltando la importancia de éstos en la modelacion y el estudio matematico.

Conceptuadliza el limite de una funcioén de variable real como una herramienta matematica
que permite comprender el comportamiento local de la grafica de una funcion.

4 0

Identifica y contextualiza la continuidad de funciones utilizadas en la modelacion de situa-
ciones y fendbmenos y hace un estudio, utilizando el concepto de limite, de las implicaciones
de la continuidad de una funcion tanto dentro del desarrollo matematico mismo, como de sus
aplicaciones en la modelacion.
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Interpreta, a partir de integrar diferentes perspectivas y métodos, el concepto central del
cdlculo diferencial, “la derivada”, de forma intuitiva e intenta dar una definicion formal, asi

como la bldsqueda heuristica para encontrar la derivada de la funcidon constante, lineal y
algunas funciones polinomiales.

'8. Encuentra de manera heuristica algunas reglas de derivaciéon como la regla de la suma, la
regla del producto, la regla del cociente y la regla de la cadena y las aplica en algunos
ejemplos.

'9. Selecciona una problematica en la que el cambio sea un factor fundamental en su estudio
para aplicar el concepto de la derivada como razon de cambio instant@nea.

'0 Explica y socializa el papel de la derivada para analizar una funcién (donde crece/decrece,
maximo/minimos locales, concavidades) y traza su gréfica.

t Resuelve problemas de su entorno o de otras areas del conocimiento empleando funciones
y aplicando la derivada (e.g. problemas de optimizacién), organiza su procedimiento y lo
somete a debate.

2. Examina la grafica de funciones logaritmicas con diferentes bases y las grdficas de las
funciones exponenciales para describirlas y realizar afirmaciones sobre el significado de
que la funcién exponencial y logaritmicas de base “a” sean funciones inversas entre si.

t Analiza y describe un fenémeno en el que la periodicidad sea un constituyente fundamental
a través del estudio de propiedades bdsicas funciones trigonométricas.

Selecciona una problematica, situacion o fendémeno tanto real como ficticio para modelarlo
utilizando funciones derivables.

Consideray revisa algunas ideas subyacentes al teorema fundamental del cdlculo.




Estrategias para trabajo colaborativo

Estrategia 5E

Es una estrategia utilizada en educaciéon para el trabajo colaborativo y disefio de proyectos,

consiste en:
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Divide y venceras

Consiste en no ver un proyecto como una unidad, sino como una serie de etapas que pueden
desarrollarse de manera individual para después integrar y exponer los hallazgos encontrados, a
continuacion se muestran los pasos a seguir.
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Categorias de aprendizaie:

B C1.Procedural.
Subcategorias
O S1.1Elementos variacionales.

B C2. Procesos de intuicion y razonamiento.
Subcategorias
O S1.2 Capacidad para observar y conjeturar.
O $2.2 Pensamiento intuitivo.
O $3.2 Pensamiento formal.

B C3. Solucion de problemas y modelacion.
Subcategorias
O $1.3 Uso de modelos.

O S$3.3 Estrategias heuristicas y ejecucion de procedimientos no rutinarios.

B CA4.Interacciony lenguaje matematico.
Subcategorias

O $1.4 Registro escrito, simbdlico, algebraico e iconografico.

O S2.4 Negociacion de significados.
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Metas de aprendizaje:

M1.1 Describe situaciones o fendmenos empleando rigurosamente el lenguaje matematico y el
lenguaje natural.

M1.2 Construye un modelo matematico, identificando las variables de interés, con la finalidad de
explicar una situacion o fendmeno y/o resolver un problema tanto teérico como de su entorno.

M1.3 Observa y obtiene informacion de una situacion o fenémeno para establecer estrategias o
formas de visualizacion que ayuden a entenderlo.

M1.4 Ejecuta cdlculos y algoritmos para resolver problemas matematicos, de las ciencias y de su
entorno.

M2.1 Desarrolla la percepcion y la intuicion para generar conjeturas ante situaciones que requieren
explicacion o interpretacion.

M3.1 Aplica procedimientos, técnicas y lenguaje matematico para la solucion de problemas propios
del Pensamiento Matematico, de Areas de Conocimiento, Recursos Sociocognitivos, Recursos So-
cioemocionales y de su entorno.

Aprendizaje de trayectoria:

Valora la aplicacion de procedimientos automaticos y algoritmicos, asi como la interpretacion de
sus resultados, para anticipar, encontrar y validar soluciones a problemas matematicos, de dreas
del conocimiento y de su vida personal.

Adopta procesos de razonamiento matematico tanto intuitivos como formales tales como obser-
var, intuir, conjeturar y argumentar, para relacionar informacion y obtener conclusiones de proble-
mas (matematicos, de las ciencias naturales, experimentales y tecnologia, sociales, humanidades,
y de la vida cotidiana).

Modela y propone soluciones a problemas tanto tedricos como de su entorno, empleando lenguaje
y técnicas matematicas.

Explica el planteamiento de posibles soluciones a problemas y la descripcion de situaciones en el
contexto que les dio origen empleando lenguaje matematico y lo comunica a sus pares para anali-
zar su pertinencia.

Progresiones de aprendizaije.

12

1. Genera intuicidbn sobre conceptos como variacion promedio, variacion instantdnea, procesos
infinitos y movimiento a través de la revision de las contribuciones que desde la filosofia y la mate-
matica hicieron algunas y algunos personaijes historicos en la construccion de ideas centrales para
el origen del calculo.

2. Analiza de manera intuitiva algunos de los problemas que dieron origen al calculo diferencial, en
particular el problema de determinar la recta tangente a una curva en un punto dado.

3. Revisa situaciones y fendmenos donde el cambio es parte central en su estudio, con la finalidad
de modelarlos aplicando algunos conocimientos bdsicos de funciones reales de variable real y las
operaciones basicas entre ellas.

4. Analiza la grafica de funciones de variable real buscando simetrias, y revisa conceptos como
continuidad, crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos relativos, concavidades, entre otros,
resaltando la importancia de éstos en la modelacion y el estudio matematico.

5. Conceptualiza el limite de una funcidn de variable real como una herramienta matematica que
permite comprender el comportamiento local de la grafica de una funcion.
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En la presente unidad se explicard el proceso histérico sobre como filésofos y matematicos
sentaron las bases para el cdlculo moderno. Examinaremos como estos matemadticos desarrollaron las
ideas sobre variacion, procesos infinitos y movimiento, las cualesinfluyeron eneldesarrollo de conceptos
clave del cdlculo. La organizacion de temas especificos la puedes visualizar en el siguiente esquema.

izaje 1.

Unidad de aprend

Antecedentes del

calculo diferencial

Progresion 1
Filosofia y matematicas en la construccion
de conceptos clave

Progresion 2
Fundamentos de cdlculo diferencial

Progresion 3
Aplicaciones de funciones de variable real

Progresion 4
Conceptos clave y modelacion matematica

Progresion 5
Herramientas en el andlisis de funciones




Contesta las siguientes preguntas colocando la letra que corresponde al inciso correcto en el parénte-
sis de la derecha.

1. | El calculo diferencial se ocupa de:

a) a) Estudiar las cantidades muy pequeias, como las magnitudes atomicas.

b) b) Estudiar las fracciones y su uso para calcular tridngulos y sus mediciones. ( )

c) c) Calcular la geometria de figuras planas y analizar sus propiedades y medidas.

d) d) Analizar tasas de cambio instantdneo y como estas estdn relacionadas con las
funciones.

2. | La velocidad se define como:

a) a) Un proceso en el que un objeto aumenta su movimiento con rapidez.

b) b) El espacio recorrido por un mévil en una cierta cantidad de tiempo. ( )
c) c) El aumento de intensidad en el movimiento a partir del reposo absoluto.

d) d) Las variantes en la intensidad del movimiento ya sea en reposo o en trayecto.

3. | Desde la perspectiva de la fisica ;como se define a la aceleracion?

a) a) Es una magnitud que representa el cambio de velocidad en un cierto tiempo.

b) b) El empuje que gana un mévil al moverse en una pendiente. ( )
c) c) Es el tiempo que un mévil gana al aumentar la rapidez con que se mueve.

d) d) Es el proceso de ganar velocidad conforme pasa el tiempo.

4. ¢Como se define una recta tangente?

a) a) Es la linea recta que atraviesan al circulo y lo divide en dos puntos.

b) b) Es aquella recta que tiene un solo punto de contacto con una curva. ( )
c) c) Es una recta que pasa por el circulo, pero no por su centro.

d) d) Es la recta que corta al circulo por el centro y lo divide en dos partes exactas.

5. ¢Como se define a una recta secante?

a) a) Es larecta que corta perpendicularmente a otra recta en un punto dado.

b) b) Es aquella que pasa por una curva en un solo punto, partiendo la curva en dos. ( )
c) c) Es una recta que corta a la mitad al radio, por ello, no pasa por el centro.

d) d) Eslalinea recta que intersecta en dos puntos a una circunferencia o una curva.

1
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¢Qué es la pendiente de una recta?

a) a) Es la distancia entre dos puntos en la recta.

b) b) Es la inclinaciéon de la recta y se expresa como la diferencia entre las coor-
denadas y dividida por la diferencia entre las abscisas.

c) c) Es el punto en donde la recta corta al eje x.

d) d) Es el punto en donde la recta corta al eje y.

¢Qué es una funciéon?

a) a) Es un conjunto de puntos en un plano cartesiano los cuales no guardan ninguna
relacién entre si.

b) b) Es unarelacion entre dos conjuntos donde a cada elemento del primer conjunto
le corresponde exactamente uno del segundo conjunto.

c) c) Es una ecuacion con dos incognitas que no poseen ninguna clase de relacion.

d) d) Es un conjunto de nimeros ordenados de mayor a menor.

¢Qué es una funcién real?

a) a) Es una funcioén que solo tiene raices reales.

b) b) Es una funcion que siempre es positiva.

c) c) Es una funcién que opera solo con nimeros reales.
d) d) Es una funcion que se grafica en el plano complejo.

¢Qué es el rango y dominio de una funcion?

“ n “

a) a) El dominio son los valores posibles de “x” y el rango son los valores posibles de “y".

b) b) El dominio son los valores posibles de “y”, y el rango son los valores posibles de “x”

c) c) El dominio son los valores posibles de Ia funcion y el rango son los valores p03|bles
de “x".

d) d) El dominio son los valores posibles de “x

“ n “ n

X"y el rango son los valores posibles de “y

¢Qué significa que una funcioén sea continua?

a) a) Que no tenga discontinuidades en un punto.

b) b) Que su grafica sea una linea recta.

c) c) Que su grafica esté compuesta por varios segmentos.
d) d) Que su dominio sea finito.

¢Qué es un valor méaximo y minimo de una funciéon?

a) a) Son los valores de “x” que hacen que la funcién sea positiva o negativa.

b) b) Son los valores de la variable “y” mds altos y mds bajos que la funcion alcanza,
respectivamente.

c) c)Son los valores de “x

d) d) Son los valores de “x

“u n u »

en los que la funcion corta al eje “x
en los que la funcion corta al eje "y"

“
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construccion de conceptos clave

%pertura

En esta progresion inicial, se realizard un breve recorrido sobre el concepto de “infinito” en
la historia de las matematicas, con algunas aclaraciones cuando nos refiramos a cuestiones rela-
cionadas con la filosofia y fisica.

Inicialmente el concepto de infinito en la matematica proviene de tres fuentes:

a) La fuente geométrica.
b) El conteo perpetuo de los'ndmeros tanto en sentido negativo como positivo.
c) El razonamiento deductivo del movimiento.

Estas fuentes provienen del mundo griego cldsico, en donde se destaca uno de los primeros
pensadores y matemdticos griegos en tratar el tema de lo inconmensurable, el matematico
Eudoxo, quien nacié en la ciudad de Knido entre los afos (), los estudios de Eudoxo se centraron en
tratar el tema de lo que no se puede medir (lo inconmensurable) respecto al cdlculo de dreas y
volimenes, también fue de los primeros matematicos en estudiar la cuantificacion infinita de
nimeros. En este aspecto introdujo la idea de magnitud continua dentro del conteo de nimeros.
Para él entre cada nimero existia un segmento infinito de otros nidmeros, de tal modo que no se
producia simplemente un salto desde el cuatro al cinco, pues como ahora lo sabemos entre estas
cifras tenemos nimeros como el 4.1, 4.2, 4.3, pero también 4.11, 412, 413, y asi. Esta idea fue nove-
dosa para esa época pues mostrd que de una manera continua en el campo de las matemadticas
el conteo-de nimeros puede ser infinito.

Contesta las siguientes preguntas seleccionando la respuesta correcta en la linea de la derecha:

1. ¢Qué nlmeros se encuentran entre 5y 67?

a) 5.1,5%,5.999 b) 6, 5,5.45 c)5.25,0.55,5 % d) 5.3,5.4,050.5

2. ¢Qué numeros se encuentran entre 8 y 9?

a) 8.3, 8.36, 9.001 b) 7,7.001, 744 c) 8.48,0.855, 8 Vs d) 8.4,8.58,8 "%

3. ¢.Qué nimeros se encuentran entre -1y -2?
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a) -0.3,-1.3,-2.01 b)-1.1,-0.001, -1.94 c)-1.8,1.52, 1% d)-1.9,-1.58,-2 7%
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La mayor contrlbu0|on de Eudoxo ala matemotlca fue lo que se conoce como el Método de exhau-
cion también conocido como método por agotamiento. Dicho método es un procedimiento geomé-

trico que se basa en encontrar el perimetro o el drea de figuras curvilineas mediante el calculo de
figuras inscritas bajo el drea de la curva, de las cuales si podemos conocer su drea.

Si se desea llevar a cabo el proceso de exhuadacion para calcular dreas de figuras curvas, es
necesario que estas se dividan en poligonos mas pequefos, en donde usualmente la division de
estas curvas suelerealizarse mediante triingulos, cuyas @reasindividuales pueden ser calculadas
facilmente.

Para dividir una curva sobre la cual se desea calcular el drea, a esta se la divide en un nimero
finito de triGngulos, utilizando métodos como la triangulacion o la subdivision uniforme. Luego, se
calcula el drea de cada tridngulo utilizando la formula bédsica del area del tridngulo, , en donde se
emplean la base y la altura de cada triGngulo. Posteriormente, se suma el drea de cada uno de los
tridingulos obtenidos, lo que proporciona una aproximacion de la superficie total de la figura curva.

A'medida que se aumenta el nimero de tridngulos utilizados en la aproximacion, es decir, cuando
sereduce el tamaio de cada tridngulo,la precision del cdlculo del @rea mejora. Esto se debe a que
los triingulos mas pequefos se asemejan mejor.a-la forma de la‘figura curva, reduciendo asi el
error de aproximacion. Finalmente, mediante el proceso de limite, donde el nimero de tridngulos
tiende a infinito y sus-@reas a cero, se obtiene el valor exacto del @rea de la figura curva, lo cual
como se ver@ mas adelante, es lo que constituye uno de los fundamentos del calculo integral.

A

Figura 1. Método de exhaucion aplicado a una curva.

Por ejemplo, si se necesitara encontrar el drea entre la curva y la recta que corta entre los puntos
Y, se puede encontrar mediante el Método de exhaucién, en donde se emplean diferentes figuras
como tridngulos o rectangulos para aproximarse al drea que se desea conocer.

El método de exhaucion mejor ideado, fue realizado por Arquimedes (Siracusa, 287 a.C.-212 a.C.).
Arquimedes propuso que en lugar de emplear muchas figuras inscritas para al final sumar sus
dreas simplemente se podrian inscribir poligonos regulares en una circunferencia, de tal modo
que mientras mas lados tengan dichos poligonos mas se acercard el perimetro de la longitud de
la circunferencia y también a su darea.

. 17
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Figura 2. Aproximacion del area de un octagono al

Por ejemplo, si se inscribe un octdgono dentro de un circulo, e
poligono constard de N tridngulos como OAB, donde O es el
centro del circulo, y el drea de cada uno de esos tridngulos serd
1/2 de su base AB multiplicada por su altura H. El area total del
poligono por lo tanto serd N veces el @rea del triGngulo, expre-
sado matematicamente como:

Area del poligono=1/2x(AB)xHxN.

En otras palabras, para calcular una aproximacion al area del
circulo O, mediante el calculo del drea de un octdgono inscrito, se
debe multiplicarse 8 veces el area del triangulo AOB, dado que
son 8 tridngulos similares que forman el octagono.

Para comprender como funciona el método por agotamiento
B propuesto por Arquimedes, lo aplicaremos enel cdlculo del area
N=8 de un circulo. Para ello, inscribiremos distintos poligonos regula-
res dentro del circulo. Veremos lo que sucede al ir agregando
progresivamente figuras con'cada vez mayor nidmero de lados
Grga de un circulo. iguales. (Ver figura 2).

A

De esta forma si se desea calcular el area del circulo, podremos decir que en la medida que la
figura geométrica regular tenga mas lados estard mas cerca del calculo del area del circulo.
Iniciamos con un hexagono. Como se puede apreciar, hay una gran parte del circulo que no se
estd considerando. Luego, probamos con un oct@gono y el drea no calculada del circulo es menor;
seguimos el mismo procedimiento hasta que llegamos a un dodecdgono, que es un poligono
regular de 12 lados iguales.

N=6 N=8 N=12 ;
&£

Figura 3. Método de exhaucién propuesto por Arquimedes —

Al observar como se reduce el drea entre el area del circulo y la del poligono regular inscrito
podremos asegurar que al tener mas lados el poligono, su superficie se va asemejando mas a la
del circulo, (ver figura). Sin embargo, podemos hacer el calculo con 16, 20, 24 0 32 lados y cada vez
nos acercaremos mads, pero nunca llegaremos. Por eso se dice que la aplicacion del Método de
exhaucion o Método por Agotamiento nos lleva a la “idea del infinito”, al comprender como el area
del circulo puede verse como un limite al que se desea alcanzar mediante infinitas aproximacio-
nes del drea del poligono inscrito cuando este va incrementando su nimero de lados infinita-
mente (N — o0), es decir, que el numero de lados N de un poligono tiende al infinito.

Dentro de las matematicas, el concepto de infinito muchas veces puede representarse tanto
desde la perspectiva del conteo de nUmeros como también geométricamente. Un ejemplo de ello
son las series geométricas infinitas las cuales representan un conteo que se puede visualizar
geométricamente mediante un drea.
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Por ejemplo, si tomamos en cuenta una serie infinita, como: 1

i metc.
1 1 1 1 1 Ziﬁ 1
— + — + — + —_ e, — E
2 4 8 16 B . A S
_ r— -l ~
Podemos observar que esta es una suma de un niamero de 1 16 D 1
términos infinitos que continuard para siempre buscando o 128

aproximarse tanto como se pueda a 1, en donde el 1 repre-
senta el limite al cual se desea llegar, por lo tanto, tiene :
sentido definir la suma infinita como exactamente 1.

x| =

1 unidad

Para representar la regla que nos dice que cada término
subsecuente es la mitad del anterior, podemos tomar un
cuadrado unitario que se fragmenta sucesivamente
conforme los términos de la serie, de esta forma podemos
ver como la figura geométrica se divide repetidamente L
iniciando en este ejemplo en 1/2, después en 1/4, continua- L \ J
mente en un 1/8, posteriormente en un 1/16, y asi sucesiva- 1 unidad

mente hasta el infinito. Figura 4. Representacion geométrica de la serie

//
'.'::‘

a
geométrica decreciente S» =, endonde “S,, " es una

“n “.n

P ra ct | Ca d e suma infinita, “a” es el primer término con valor iguala 1y “r

° ° 2
a p ren d iZza j e @_/’\ | es la razén comdn igual a 1/2.
Z-

1. Completa las siguientes series numéricas que tienden al infinito colocando los siguientes 3
ndmeros subsecuentes: '

1 11 1 4

9 5 16 50 40 b) g

ol
Nk
R
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Escribe que regla siguen las siguientes series numéricas descendentes, posteriormente
en el cuadro de abajo escribe lo que tienen de comn dichas series.

a) 0.5+0.05+0.005+0.0005+ .

En tu cuaderno y con ayuda de un compds, traza una circunferencia que mida de radio 5
cm, posteriormente empleando diferentes colores realiza el proceso de agotamiento
realizado por Arquimedes, comienza inscribiendo un hexdgono regular y termina con un
dodecdagono regular.
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El estudio del movimiento, la tercera conceptualizacion del infinito.

Las primeras ideas que se conocen para conceptualizar a la velocidad y al movimiento también
surgieron del pensamiento l6gico de la filosofia de los antiguos griegos.

Estos fildsofos no intentaron encontrar formulaciones o planteamientos matematicos. Dado que eran
los inicios de la reflexion humana sobre el tema, sus conceptos fisicos y matematicos eran muy bdsicos,
pero sipropusieron problemas en forma de paradojas o acertijos, los cuales Gnicamente tenian solucion
mediante el razonamiento l6gico. Ellos no llegaron a hacer planteamientos matematicos ni fisicos.

Una de las primeras paradojas que se plantearon fue propuesta por el filosofo griego Zendn de Elea
(hacia 500 a.C.), para ejemplificar su enigma matemadtico emplea a un personaje muy conocido en el
mundo griego cl@sico, el héroe Aquiles y a una tortuga.

Enla paradoja de Zendn, conocida como la paradoja de Aquiles y la tortuga, se plantea lo siguiente:

«En una carrera, el corredor mas rapido nunca puede superar al mas lento, ya que el perse-
guidor debe llegar primero al punto donde comenzé el perseguido, por lo tanto, elmas lento
siempre tendra una ventaja.»

La paradoja de Zendn explora tanto el concepto de intervalo entre dos objetos (teniendo un punto de
partida y un punto final), asi como la idea del infinito en las matematicas.

El argumento del filosofo Zenon nos dice que en una carrera desigual uno contra uno, entre Aquiles y una
tortugaq, si la tortuga parte con una ligera ventaja, aun siendo Aquiles mucho mds rapido este nunca la
alcanzarad. Este supuesto lo podremos observar en el siguiente grdafico, en donde la distancia entre los
puntos y esiguala10 metros.

A, Ay A, Ay A,
Como se puede apreciar en este ejemplo, en el tiempo que tarda Recorrido /_\
Aquiles en ir desde el punto de partida A, hasta el punto T =A, la dAqules. E Eam N
tortuga ya se habrd movido a una posicion T, y sucesivamente To n L 7T
cuando Aquiles llega ala posicion T.=A,, la tortuga habrd alcanzado  Recorido J

" . , . de Tortuga. N |
una nueva posicion en T,.. Lo mismo vuelve a ocurrir cuando Aquiles ‘
L . _ . Figura 5. Representacion de la paradoja
llega ala posicion T, T, T.... la tortuga siempre tendrd una posicion
mas de ventaja sobre Aquiles y asi hasta el infinito, por lo que Aqui-

_ o
les nunca alcanzard a la tortuga. Glosarlo @

Esta idea sobre la distancia infinita entre Aquiles y tortuga plantea que habria que reco- Velocidad

- - . . instantaneay
rrer una infinidad de tramos cada vez mas pequenos, pero nunca nulos en donde Aquiles 0 imianto

acortaria la distancia pero sin alcanzar nunca a la tortuga. La velocidad instantdnea
€s un concepto importan-

Si se idealiza matematicamente esta paradoja podemos proponer gue Aquiles recorre 10 :e al *loblor de Tolvimien-
. - 0, este concepto io
metros por segundo y la tortuga solo uno. Entonces Aquiles tardara 1 segundo en llegar : empleamos cuando nos

hasta la posicion T ;=A, mientras tanto en ese tiempo en donde Aquiles recorre la distan- ! 'C”;fnrgsoﬂl j?)‘g‘zrgg:ge "
H = . - . . I ICI

cia hasta T, la tortuga correrd un metro en un segundo, es decir, recorrerd la distancia iobietoenfuncion del

desde T -T.. Luego Aquiles tarda 0.1 segundos en recorrer el metro que existe entre T y T, \empo.

mientras que nuevamente la tortuga recorre 1metro desde T, parallegar a T,..

de Aquiles y la tortuga.

Otra aportacion realizada por el fildsofo Zendn de Elea relacionada con el movimiento es “La Paradoja
de la velocidad instantdnea”, la cual, se centra en la nocion de que para llegar de un punto A hacia un
punto B, primero uno debe llegar hasta la mitad del camino, y luego a la mitad de la mitad, y asi sucesiva-
mente. Conforme ala teoria de Zendn, esto implica que hay una infinitud de pasos que se deben comple-
tar antes de llegar al destino final, y por lo tanto, el movimiento deberia ser imposible.
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La evolucion del pensamiento matematico

Dentro del concepto matematico de infinito en el conteo de nimeros, el encargado de poner
un orden légico dentro de esta idea fue Aristoteles (384 a. C- 322 a. C), el filésofo griego hace una
division dentro del concepto de infinito, dentro de la primera division el idealiza al infinito como un
conjunto continuo, (por ejemplo, “el conjunto de todos los nimeros reales R”), el cual comprende
un universo de valores.

Asi también distingue al infinito como algo que tiene un potencial indeterminado que siempre
puede incrementarse, que no tiene limite ni término, pero que no puede pensarse en su totalidad:
en este sentido se puede pensar en un proceso infinito, (©).

Para Aristételes el infinito Gnicamente debe de entenderse como algo conceptual y no real, pues
este no tiene medicidn, solamente a través de lo conceptual existe la posibilidad de que el infinito
pueda crecer tanto como se desee.

Aristoteles consideraba que el concepto de infinito era manipulable por los matematicos segln
sus especulaciones; en su libro “Fisica” afirmo: “una linea recta finita se puede extender a volun-
tad, tanto como se quiera”. Con ello, nos indica que cuando se habla de un crecimiento “ilimitado”
o “indefinido” exclusivamente el concepto de infinito a considerarse debe de ser el potencial, pues
lo Gnico que existe es la posibilidad de prolongar la linea recta, mas no por ello significa que en
realidad se pueda realizar una “recta infinita”, por lo tanto, el Gnico infinito permitido es el poten-
cial.

A Aristoteles no le gustaba la falta de forma dentro del concepto de “infinito”, pues creia que se
generaba un sentido de indeterminacion que cae dentro del concepto de la nada o dentro del
concepto de lo absoluto, dependiendo si se concebia como infinitamente pequefo o infinitamente
grande, nuevamente en su obra La Fisica ( 111,6 ), Aristoteles dice:

“El infinito no es aquello fuera de lo cual no hay nada, sino aquello fuera de lo cual siempre
hay algo”.

De esta forma el infinito no es la nada o un absoluto, simplemente es algo que debido a su ilimita-
cion nuestra mente es incapaz de concebirlo en su totalidad.

. =5
72:2*‘“’%%2@3@
X3 = 4474146 =18
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x = loggx
log,a
(x")=rlog.x
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Estas ideas de Arlstoteles nos anticipaban Io p03|b|l|dad de pensar cantidades infinitamente
grandes e infinitamente pequefas. En el primer caso, y gracias a nuestra imaginacion, podemos
considerar cantidades infinitesimales como el llamado universo subatémico, donde tenemos
cantidades infinitamente pequefas, sin que jamds podamos imaginar un punto final en ese
proceso. Igualmente, pero en sentido inverso, podemos pensar en cantidades potencialmente
muy grandes que se presentan en el universo.

[

Puesto que para Aristoteles dentro del concepto numérico de infinito no existen los espacios o
discontinuidades, para este es ilégico que dentro las cantidades geométricas vy fisicas se conci-
ban espacios discontinuos.

Para explicar esta idea, Aristoteles aborda las paradojas Zenocianas descritas anteriormente en
el texto, en donde cuenta como Zendn comete un error en sus mediciones de la Fisica, ya que este
aborda el problema del movimiento por instantes, separando en pequefos tiempos algo que
deberia ser analizado como algo continuo.

En su libro Fisica, Aristoteles aborda el problema del movimiento especificando que todo feno-
meno fisico de movimiento debe estudiarse y describirse como algo que posee cantidades conti-
nuas. El pensador griego identifica los movimientos en dos tipos: circulares y rectilineos, los
cuales estudia como fendmenos continuos que tienen uninicio y un final.

Aportes fundamentales en el calculo

Una de las mds grandes contribuciones en el estudio de la velocidad fue realizada por
Nicolds de Oresme (1320-1392), sus estudios se centran en las representaciones e interpreta-
ciones de los graficos geométricos, entre las diferentes graficas que analizé se encuentra la
grafica de la famosa “regla mertoniana” o “el teorema de la velocidad media”.

La parte superior de este grafico que se posi-
ciona sobre las lineas perpendiculares que
representan _a la velocidad, forma una linea o
curva a la que Nicolas de Oresme denomind
como la “linea de intensidad”. Para un objeto que
se acelera uniformemente, la linea de intensidad
es oblicua (segmento OPenla figura).

P

~ Linea

Velocidad media

_ [ O Tiempo C
En otras palabras, con un simple grafico se repre-

intensidad

Velocidad

AA

de

sentdé cOmo un cuerpo que se mueve uniforme-
mente va adquiriendo o perdiendo un determi-
nado incremento de rapidez, el cual recorre en
un tiempo determinado una distancia completa-
mente igual a aquella que deberia recorrer si se
estuviera moviendo con rapidez uniforme
durante el mismo tiempo con el grado medio de
velocidad”.

Figura 6. Demostracion geométrica de Nicolas de Oresme sobre el
teorema mertoniano de la velocidad media para un objeto que se
acelera uniformemente.

Las lineas oblicuas son las que no tienenIa
direccion vertical ni horizontal. Ni forman
dangulos rectos al cruzarse con éstas. En
otras palabras son todas las lineas rectas
que dividen el plano en dos partes, un ejemplo
de una linea oblicua es una recta a 45 °
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De sus estudios sobre las graficas de veIomdod Nlcolos de Oresme comprendlo que el drea entre
el eje del tiempo y la linea de intensidad es igual a la distancia total recorrida durante el intervalo
de tiempo (desplazamiento). Por ejemplo, si se encontraba estudiando un grafico de velocidad
constante en donde se tiene a un vector que describe a un objeto que viaja a una velocidad (||17||)
igual a 5 metros por segundo (m/s), el cual se dirige hacia la derecha, y se desea conocer qué tan
lejos ha viajado o se ha desplazado este objeto que se mueve a esta velocidad después de 5
segundos, Oresme tendria un grafico como el que se muestra en la figura.

En esta grafica tenemos en el eje de la magnitud de

Eﬁsm/g .................. . H vsH__ " la velocidad a un objeto que se mueve a una veloci-

4 47_ ZM dad constante de 5 metros por segundo (m/s), el

3] By a4 cuallorealiza enun tiempo igual 5 segundos. Como

2 ! sz T lavelocidad y el tiempo son igual a 5, nuestro vector

! T lo vamos a graficar como una velocidad constante

A A > que no va cambia y se mantiene al mismonivel en el
12 3 4 5 =% 12 3 A5 momento en el que llega alos 5 segundos.

Ahora que tenemos nuestra grafica podemos analizar dos estrategias para llegar a la conclusion de
que el drea bajo la curva es igual al desplazamiento, la primera se basa en obtener el drea por métoa
dos algebraicos y en la segunda se emplea la'ecuacion de velocidad, la cual nos dice que nuestro
vector velocidad es igual-al vector desplazamiento (distancia) entre el cambio en el tiempo 7 = i

Estrategia 1.

=>girea de un cuadrado =1 x1=5x5
-~ Area de un cuadrado =25 unidades cuadradas.

Estrategia 2.

En la ecuacién de velocidad ¥ es el vector velocidad, Sesel desplazamiento y Delta (A) indica el
cambio de posicion en el tiempo (t).

De esta ecuacion se despeja el desplazamiento (§) y nos va a quedar que ese desplazamiento es
igual al cambio en el tiempo por el vector velocidad, lo siguiente es sustituir datos, en donde tene-
mos nuestra velocidad y nuestro tiempo es de 5 segundos.

S=v- At sustituyendo valores.
s 5

55 =25m

Como podemos ver, 25 es exactamente el drea que se forma al entre la linea de la magnitud de la
velocidad y la linea del tiempo, el cual es un cuadrado de altura y base 5. De esta forma, la magni-
tud del drea bajo la curva es lo mismo que lo que encontramos para el desplazamiento empleando
la ecuacion de la velocidad.

Encontramos una relacion similar entre el desplazamiento y el drea bajo la curva en un objeto
cuya velocidad va a estar aumentando en una relacién uno a uno, lo cual significa que este objeto
va a estar acelerando su movimiento. Recuerda que la aceleracion se define como la variacion de
la velocidad a lo largo del tiempo.

Para nuestro caso, vamos a tener una aceleraciéon ({i) que va a ser igual a 1 metro por segundo al
cuadrado (m/s?), en donde la magnitud de nuestra velocidad inicial va a serigual a cero (|[7]|=0), y se
estard incrementando en 1 m por segundo.
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Como larelacion es uno a uno, si comenzamos en el punto de origen contaremos con una veloci-
dad inicial de cero y el tiempo igualmente sera cero, pasado un segundo tenemos la velocidad de
1m/s y mi aceleracion serd de 1 metro por segundo al cuadrado, cuando transcurre otro segundo
la velocidad se habrd incrementado otro metro por segundo, por lo que ahora tendrd una veloci-
dad igual a 2 m/s y consecutivamente pasado 3 segundos mi velocidad se habra incrementado
otro metro por segundo por lo que en este tercer segundo la velocidad sera igual a 3 m/s.

Por otra parte, si entendemos a la aceleracion (d’) como el cambio de la velocidad entre el cambio
en el tiempo observaremos que en este tipo de grafica estarelacion esta descrita por la pendiente
o lainclinacion de la linea de intensidad.

AV y,—y;  Cambio vertical

At~ x, —x, Cambio horizontal

—

Puesto que en la grafica la aceleracién es una linea recta y constante, podemos conocer cudl es
la distancia o el desplazamiento recorrido después de cualquier tiempo, por ejemplo, si deseo
conocer cudl fue el desplazamiento después de que pasaron.5 segundos puedo emplear la
formula para calcular el area de un triangulo, la cual es igual a la base por la altura por un medio,
0 bien:

Area= bzih ,endonde b es la base y h la altura del tridngulo.
= Sustituyendo valores tenemos: (5x5)/ 2=12.5 m

~ El desplazamiento recorrido por un objeto después de 5 segundos cuando posee una velocidad
de 5 m por segundo es igual a 12.5 m.

Como ves, independientemente de como varia la linea de intensidad; el argumento que Oresme
proporcion6 fue una correcta interpretacion sobre como la distancia total recorrida siempre
estard representada por el drea debajo la linea de intensidad.

Posterior al establecimiento de un orden en el concepto de infinito
realizado por Aristoteles, y después de una gran cantidad de avan-
ces matematicos realizados por grandes pensadores de su época,
los cuales ayudaron a sentar las bases de la Fisica y la Matematica,
aparece en la historia René Descartes. Entre los primeros avances
realizados por René Descartes (1596-1650) fue la correcta nocién
del concepto de posicion.

Para ilustrar el concepto, Descartes menciona a la Luna como un
punto fijo de referencia para un hombre que camina en la oscuridad
de la noche, sin embargo, como se desconoce la posicion del sujeto,
a medida que este avance o retroceda se podria creer que la Luna
es de un tamafno determinado basdndose solo en su apariencia
visual, pero en realidad como no se cuenta con una posicién esta
puede ser mucho mds grande o mas pequefio de lo que parece.

Para Descartes el no contar con un método de cuantificacion como
un sistema de posicionamiento, facilmente puede generar resulta-
dos que sean enganosos, y que por lo tanto, no deben ser tomados
en cuenta sin una rigurosa valoracion.
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La idea de posicionamiento tomaria forma dentro deI trabajo de René Descortes con lainvencion
del concepto de un plano de coordenadas cartesianas. Mediante este avance ahora los matema-
ticos eran capaces de vincular la geometria con el dlgebra mediante la representacion de puntos
en un plano mediante pares ordenados de nimeros. Con ello se contaba con una forma de descri-
bir las figuras geométricas utilizando ecuaciones algebraicas, lo que a su vez simplifico el estudio
de las tangentes, y con ello la evolucion estrepitosa del calculo diferencial e integral.

Una tangente se definia como “una linea que ) Otro aporte realizado por Descartes fue la nocion de
toca a una curva pero no la corta®. De esta [ “ley de inercia”, la cual establece que un objeto en
forma la tangente se ajusta ala curva cerca | mqyimiento permanecerd en movimiento a menos
del punto de contacto de manera optima. .

| que sea perturbado por una fuerza externa. Estaidea
fue fundamental como precursora importante para
la formacion de la primera ley de Newton.

J

En sintesis, las contribuciones de René Descartes ala comprension del cambio de posicion y el movi-
L miento de un objeto, sentaron las bases para la construccion de la fisica y las matemadticas moder-
nas, motivo por el cual su influencia sigue siendo evidente en estos campos hasta el dia de hoy.

Resuelve los siguientes problemas de velocidad y distancia, empleando la féormula de la
5 velocidad, (Velocidad=Distancia/Tiempo)

Una pelota rueda siguiendo una trayectoria en linea recta y recorre una distancia de
10.24m en 5.3 s, ¢ A qué velocidad viaj6 la pelota?

Una mariposa vuela en linea recta con una velocidad de 7.35m/s durante 28.29 s, s cudl
es la distancia total que recorre la mariposa?

La luz que sale del Sol toma alrededor de 8 minutos para llegar a la Tierra. Si consi-
deramos que el Sol se encuentra a una distancia de aproximadamente 149, 871,200
km, ¢ A qué velocidad viaja la luz por segundo?
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4. ¢Aquévelocidad circulaun automovil de carreras sirecorre 50.64 km de pista en 14.6 -
minutos? ’ ?

5. ¢Y cudntos kildmetros recorre el mismo automaovil si con la velocidf]_d_ob_tefni_d{J_dé Dces
problema anterior recorre la pista en solo 9 minutos? ‘ - ot
) i
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v_l i'J[ | !
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qeGFLéua&,vLaidsrLb' ic a una velocidad de 17.8 km/h durante 3:30 minutos, ;Qué
. distancia habrarecorrido?
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7.~ Una bicicleta eireula en linea recta a una velocidad de 15km/h durante 42 minutos.
¢Qué distanciarecorre?:

8. ¢Y silabicicleta circulara a 20km/h?

9. Si Pedro recorre con sus patines una pista de 218.5 m en 56 s, ja qué velocidad
circula?

10. ;Y si Pedro reduce el tiempo a 40 segundos?



Como hemos visto hasta ahora, a lo largo de la historia de la humanidad la relacion entre el
pensamiento filos6fico y el desarrollo de conceptos matematicos ha sido una asociaciéon compleja
y fructifera. Desde los primeros razonamientos légicos realizados por los antiguos filésofos
griegos hasta los sofisticados métodos del calculo moderno, la filosofia y las matematicas han
influido la una en la otra y se han enriquecido mutuamente.

PNd g Pa.

La filosofia como cimiento del razonamiento matematico

El origen filos6fico de las Matematicas modernas tiene su fundamento en las ideas propuestas
por los matematicos vy filosofos griegos como Platon, Aristételes y Arquimedes. Dentro de estos
filosofos, sobre el primero del cual se debe de hablar es del filosofo Tales de Mileto, quien de
acuerdo conlo que sabemos hasta ahora, fue el primer fildsofo conocido. De Tales se conocen
dos teoremas, el primero de ellos es muy sencillo y lo usamos como ejemplo.

Primer teorema de Tale

Sitomamos dos triingulos cualesquieray encontramos que los lados de uno son proporcionales alos del
otro, entonces los dngulos correspondientes de esos tridngulos serdn iguales.

Este teorema es muy (til en'la resolucion de problemas de geometria, en donde se necesita el
conocer la dimensién de un lado u dngulo desconocido dentro de uno de triingulos semejantes.

Por ejemplo, si tenemos dos tridngulos AABC y ADEF, donde los lados correspondientes son
proporcionales (AB/DE = BC/EF = AC/DF), entonces los dngulos correspondientes serdn iguales o
congruentes, es decir que, ZA = 2D, /B = £E,y 2C = £F.

Posteriormente, también se destaco el trabajo del filosofo y matematico Pitdgoras. Su contribu-
cion mas conocida fue el teorema que lleva sunombre. El Teorema de Pitadgoras establece que en
un triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los
catetos. Este teorema se aplica en la trigonometria y otras dreas de las matematicas.

Ademas, Pitdgoras y sus seguidores descubrieron, la existencia de los nUmeros irracionales, que
son aquellos nUmeros que no pueden expresarse como una fraccion, pues su expresion racional
no es exacta ni periddica. Un ejemplo es T, que es la relacion entre el didmetro y la circunferen-
cia, que equivale a 3.141592653, otro nimero es V2 el cual aproximadamente es 1.414213. El descu-
brimiento de los nimeros irracionales contribuyo a la formulacién de la teoria de los nimeros.

A continuacion, fue Aristoteles quien desempef6 un papel muy importante en los
fundamentos de las matematicas, aunque no se adentrdé en la prdactica de las
matematicas. Si bien no las desconocia, pues habia sido el discipulo mas distin-
guido de Platén en la Academia, tenia otros intereses como la botdnica, la zoologia,
lal6gica vy la politica. Pese a todo, Aristoteles es importante para las Matematicas
ya que se ocup6 de definir los conceptos de axiomas, teoremas, definiciones y
demostraciones, los cuales, son fundamentales para el método matematico.

Una interaccion mds entre la filosofia y la matematica es la que desarrollo el fil6-
sofo y matematico britdnico Bertrand Russell. Junto a su maestro Alfred North
Whitehead escribio entre 1910 y 1913 el libro Principia Mathematica, en tres volime-
nes, que puso los cimientos de la matemadtica y la I6gica simbélica modernas. El
trabajo de estos fildsofos es un intento de deducir la matematica de una base
I6gica precisa. En el libro se aborda teoria de conjuntos, ndmeros cardinales,
ndmeros ordinales y nimeros reales.
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En estos temas, aprendimos que la evolucion del cdlculo moderno se encuentra arraigada-en la
confluencia entre la filosofia y las matematicas a lo largo de la historia. Desde los cuestionamien-
tos planteados por Aristételes hasta los desarrollos formales de la geometria propuestos por
Descartes. Estos pensadores sentaron las bases conceptuales y metodolégicas para el calculo
diferencial e integral, abriendo las puertas a un campo matematico fundamental para compren-
der los conceptos de variacion, los procesos infinitos y el movimiento en el mundo natural y
abstracto.

Para resolver los siguientes ejercicios presentes en esta practica de aprendizaije, se te solicitard que:

B Encuentres soluciones a problemas de distintos contextos que requieran el entendimiento
de los procesos infinitos para su resolucion.

B Analices el comportamiento de un proceso infinito mediante representaciones graficas,
tabulares y algebraicas.

B Emplees métodos aritméticos y algebraicos para resolver problemas que involucren
procesos infinitos.

m |dentifiques las caracteristicas de los procesos infinitos utilizando diferentes representa-
ciones, como diagramas, graficas, tablas o explicaciones verbales.

B Reconozcas un proceso como una secuencia que produce resultados, siendo infinito
cuando pueda generar un resultado adicional indefinidamente.

1. Conforme a la imagen geométrica, encuentra la suma que represente a esta
serie infinita
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Determina los primeros diez valores de la funcion vy registra los resultados en la siguiente
tabla:

X
f (x)
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Imagina que con I¢ ayuda de una cinta métrica,trazas un segmento de longitud uno.
Ahora que tienes a esta linea el proceso consiste en tomar a esta lineay partirla por la
mitad del ségmento, luego como segundo paso tomas a la mitad del segmento restante
v la vuelves a dividir en dos, esta accion de dividir en dos sucesivamente se repite conti-
nuamente hasta el punto en donde la longitud sea tan pequefa que solo podamos hacer
conjeturas sobre este proceso. Conforme la idealizacion del proceso de dividir a una
linea porlamitad, responde a los siguientes incisos.

‘a) Representa graficamente el proceso de divisién por la mitad en una linea con una
longitud de uno.

b) Después de haber divido la linea por la mitad 3 veces ¢cudl es la longitud de tu linea?

c) Encuentra una expresion matematica que generalice a este proceso en donde cons-
tantemente dividimos una linea por la mitad
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La historia del desarrollo de las matemdaticas dependié enteramente de la historia de las
curvas, de las secciones conicas y del estudio de los elementos que las componen, es decir del
andlisis de diGmetros, tangentes, centros, asintotas, focos, vértices, etc. a continuacion se ofrece
un relato mas detallado y especifico de la evolucion del concepto de recta tangente en el cdlculo
matematico:

Antecedentes en los antiguos griegos

Los antiguos griegos tenian una comprension geométrica muy amplia de'las figuras geomé-
tricas regulares, sin embargo, su conocimiento sobre las curvas era adn limitado, este conoci-
miento faltante comenzé su desarrollo conceptual mas tarde con los postulados de los tres
matematicos mds destacados del mundo griego antiguo:Euclides, Apolonio y Arquimedes

Euclides (325 a.C.-265 a.C.), fue una de las mentes mas grandes del mundo griego, es por ello que
para los matematicos se le ha considerado “el padre de la geometria”. En su obra escrita de los
elementos, en el tercer libro, define a la recta tangente a un circulo como aquella linea que toca al
circulo en un punto mientras esta se sigue prolongando, sin cortar al circulo en otro punto.

El siguiente en aportar un gran avance en el concepto formal de linea tangente fue el cientifico
Apolonio de Perga (262 a.J.C.-180 a.J.C.), este define a la recta tangente como la recta que toca a
una conica en un Gnico punto “P”, tal que no es posible trazar otra recta pasando por “P”. Eluso que
le dio Apolonio al concepto de linea tangente fue proponer la creacion de cénicas a partir de la
conexion del punto tangente con los demdas puntos de la figura conica, la forma en como lo pronun-
cio Apolonio fue de la siguiente forma:

Sea un circulo cualquiera y un punto fuera del plano del circulo,
dibuja una linea recta que conecte el punto con un punto de la
circunferencia del circulo. El movimiento de lalinea alo largo de la
circunferencia genera la superficie de un cono con dos ramas.
Una seccion del cono es la curva que se produce por su intersec-
cion con un plano. Si el plano no corta la base circular, entonces la

curva es una elipse; si cruza la base, pero no corre paralela a

Hinérbol ninguna de las lineas generadoras, entonces la seccidon es una

ipérbo hipérbola; y si corta a la base y ademads corre paralela a una de
k las rectas generadoras, entonces la seccion es una pardbola.

Figura 7. Representacion de las secciones

Circulo

conicas descritas por Apolonio.

s2
.
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Apolonlo tomblen definié y estudid los dlqmetros de las
secciones conicas, sus centros, asintotas, focos y tangentes,

por ejemplo, mediante la proyeccion de lineas que se desa-
rrollan desde el centro de un circulo pudo determinar cémo
dibujar dos circulos tangentes a una recta.

AA

Proposicion. Sean dos rectas Ky J y el punto de tangencia T,
en J, los centros 0, y 0, de las circunferencias buscadas
estan alineados sobre una recta perpendicular a J que pasa
por T.. La interseccion de estos lugares geométricos deter-
mina la posicion de los radios 0.T y 0,T y los puntos de
tangencia T,y T, sobre larecta K. (ver fig. 8)

Figura 8. Circunferencias tangentes a dos rectas K"y

‘J”que se cortan en el punto “P’, esta circunferencias se
Respecto a Arquimedes se identifican dos ideas en donde emplea intersectan en el punto de tangencia comin T , .

al concepto de la recta tangente, la primera fue expuesta en su

texto llamado “sobre las espirales”, en este se ensefia como calcular la recta tangente a una espiral. En
la segunda idea de Arquimedes se plantea-el uso de la tangente es en el método de la cuadratura de las
curvas, dicho método es empleado en la técnica de exudacion o de agotamiento.

La cuadratura-de la pardbola propuesta por Arquimedes es
explicada en la compilatoria de toda su obra que lleva por
nombre “Archimedes opera omnia”, en este escrito se
demuestra como funciona el método de la cuadratura de la
pardbola, el cual consiste en inscribir una serie figuras como
tridngulos delimitadas por una curva cuya drea sea conocida
o facil de calcular, por lo comin se toman como ejemplo
curvas como una circunferencia o una pardbola plana, para
nuestro caso tomaremos a esta curva como ejemplo de
cuadratura.

Respecto a la cuadratura de la pardbola, Arquimedes llego a
Figura 9. Representacién de la cuadraturade 10 conclusion que el drea de un segmento de pardbola es

una curva propuesta por Arquimedes. igual a 4/3 del area del triangulo inscrito. Para una pardabola
cuya ecuacion cartesiana general es: y=ax*+bx+c

Como se aprecia en la anterior imagen, el segmento de pardbola que se muestra tiene inscrito un
tringulo A0 y dos tridingulos inscritos A01y A02 de base y altura igual, en donde A1l es igual ala
suma de A01 y A02, (A1= A01+A02). En los cuatro segmentos restantes de pardbola se inscriben
los triangulos A11, A12, A13, Al14, en donde A2 es igual a la suma de A11, A12, A13 y A1l4,
(A2=A11+A12+A13+A14), este procedimiento se realiza un numero infinito de veces sucesiva-
mente siempre buscando que la suma del drea de los tridngulos se aproxime al drea de la curva.

Los espacios que restan por cubrir entre los triGngulos y la pardbola se hacen cada vez mas
pequefos, lo cual hace que de igual forma los nuevos tridngulos que se inscriben en estos espa-
cios también sean mdas pequefnos, pero sin importar si estos son cada vez mas reducidos pode-
mos ver que se mantiene la proporcidén, en donde cada serie de tridngulos es igual a %2 del drea de
los triGngulos precedentes.

Puesto que conocemos que los tridngulos se van sumando y construyendo de esta forma al
segmento de parabolayque A,=1/4A ,A2=1/42A,A,=1/43A,...Portanto, A +A +A,+A,+..=4/3A,.
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Problemas que desafiaron a los matematicos

En el siglo lll antes de Cristo, Apolonio de Perga escribié un tratado llamado “sobre
tangencias”. Una obra que se ha perdido en el tiempo, sin embargo, en un texto de Pappus de
Alejandria se rescata un planteamiento del escrito por Apolonio, el cual es un problema que puede
pronunciarse de la siguiente manera:

“Sean tres objetos, cada uno de los cuales puede ser un punto, una recta o un circulo;
construir un circulo que sea tangente a los tres objetos dados o que los contenga en el
caso de los puntos, por lo tanto los circulos buscados pueden ser tangentes a los
circulos o lineas dados y/o pasar por los puntos”.

Pararesolver este problema, intervinieron muchos matematicos, los cuales abordaronel problema
proponiendo diversas soluciones; pero pasarian varios siglos para que uno de ellos estableciera
una sorprendente relacion matematica como condicion para resolverlo, su nombre fue René
Descartes.

Sumado al desarrollo-del plano de coordenadas, René Descartes también presentd un estudio
propio de la tangente; mediante un método Unico, contribuy6 aresolver el problema propuesto por
Apolonio de Perga, este método fue una innovacion la cual no se basaba enlaidea de infinitesima-
les, Descartes dirigio su atencion hacia otra forma de abordar el problema de encontrar la
tangente a una curva. El enfoque Descartes para encontrar la tangente es conocido en matema-
ticas como “El circulo de Descartes” mediante este método se describe analiticamente la tangente
a una curvaen términos de ecuaciones algebraicas.

Pierre de Fermat (1601-1665)

Fermat hizo contribuciones tempranas al concepto de tangentes. En su trabajo sobre
maximos y minimos, analizé diferentes métodos para encontrar lineas tangentes a curvas.

Al igual que otros creadores del cdlculo establecié un marco sistematico para el concepto de
tangente desde su intuicion y profundo conocimiento de la matematica y la fisica, principalmente
desde la dindmica, para avanzar en el concepto de tangente imagindé de qué manera podria
emplear una recta para describir el movimiento de un objeto a lo largo de una “curva continua”
y=F(x).

Para representar el desarrollo del movimiento de un objeto en una funcion, Fermat pensd en
representar el proceso de dibujar una recta tangente a la curva en cualquier punto P de la curva,
tomando otro punto Q, también ubicado sobre la curva, trazando la recta @que unePyQ,yluego,
enlaimaginacion, dejando que el punto Q se deslice alo largo del arco de la curva y=f (x), en donde
elpuntoQa P, hasta que Q coincidié con P,cuando la cuerda ﬁ, enlaposicién limite que acabamos
de describir, se convirtié en la tangente PP a la curva en el punto P, exactamente lo que estaba
buscando.

Si se expresa en términos del lenguaje algebraico o analitico el posicionamiento de las
coordenadas de los puntos Py Q, tenemos que en la grafica el punto P estard posicionado en (x,y)
mientras que las coordenadas (x+a,y+b), correspondientes al punto Q.
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El siguiente paso es analizar y traducir el movimiento que
realiza el punto Q hasta coincidir con P, en este andlisis
podemos ver en la grafica como es que antes de iniciar con
su trayectoria la pendiente “m” de la cuerda m es igual a
(b/a), lo cual si recordamos representa una medida de la
inclinaciéon o pendiente de la cuerda ﬁ conrelacién al eje X.

Una vez que el punto Q comience a deslizarse hasta coincidir

con el punto P, los valores de la distancia vertical “b” y hori- <
zontal “a” se irdn disminuyendo continuamente cada vez mas
hacia cero, es decir que simultdneamente cuando las coor-

“ » Figura 9. Movimiento del punto Q hacia el punto P.

denadas de Q seaniguales a las de P tanto “b” como “0” se

aproximaran al valor cero; en donde las coordenadas de Q son (x+a,y+b). De esta forma el resul-
tado de la pendiente de la tangente en el punto P, después de que Q hubiera coincidido con P es
igual al valor limite de b/a, el cual finalmente se convierte en los valores de las coordenadas (x, y)
del punto P, finalmente ahora que Q y P son'un solo punto ya se puede trazar la tangente.

El enigma de la tangente

El uso de rectas dentro la' matematica griega siempre fue indispensable para conocer las
propiedades geométricas de las curvas, las rectas eran empleadas para formar diferentes
dngulos con las curvas, de tal forma que las figuras formadas fuesen cuerpos geométricos
conocidas por ellos, tal como sucede en la cuadratura de la pardbola o en el método de exudacion.

El uso de la tangente aplicado a curvas se desarrollé durante la época dorada de la matematica
griega, matematicos como Euclides, Apolonio y Arquimedes se valian de rectas secantes y
tangente para construir nuevas curvas o paraconocer el valor de algunos elementos. Como ejem-
plo podemos ver la espiral del Arquimedes.

Un modo practico de la utilizacion de la tangente a una curva es el uso que se le da para la obten-
cion del radio de un circulo C, donde la tangente en un punto P en C es esa (nica linea que es
perpendicular ala linea radial que conecta P con el centro del circulo.

Espiral de ¥
X2+ v =625 Arquimedes

/ Tangente
=0
Figura 10. Espiral de Arquimedes inicialmente Figura 11. Proyeccién de una tangente en un
construida a partir de una linea tangente al circulo punto de un circulo
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El dominio que tenian los antiguos matemqtlcos grlegos de las rectas secantes y tangentes en figu-
ras curvas fue lo que abrid la posibilidad a que mas adelante en la historia, astronomos como Kepler
pudiesen explicar mediante rectas y curvas el movimiento de las orbitas de distintos planetas.

il

Por ejemplo, Kepler descubridé que la forma mas sencilla de explicar el movimiento de Marte era
suponiendo que este se movia a lo largo de una 6rbita con forma de una elipse, siendo el Sol en
uno de sus focos. Estas observaciones planetarias llevaron a Kepler a postular tres leyes:

g ~

1. La 6rbita de cada 2.Lalinea q n '3 El cuadrado del periodo de

) Y 1

1 1 1

i planeta es unaelipse, ; el i cualquier planeta alrededor del

1 .

+ conel solen unode : reaaun ' : Soles proporcional al cubo de la :

L sus focos. J constante. | ' \distancia media del planeta al Sol. 1
------------------ - - ---------------------------'

Cuando Kepler fusiond los conceptos de movimiento, trayectoria, tiempo y espacio en una sola
ideq, allané el camino para que otros matematicos y astronomos dieran el préximo gran paso en
la ciencia. Este avance se materializé con la explicacion de Isaac Newton sobre las leyes de Kepler
en términos de Matematicas y Fisica, como se detalla en su obra fundamental “Philosophieae
Naturalis Principia Mathematica” (Principios'Matematicos de la Filosofia Natural), mas cono-
cida como “PrincipiaMathematica”.

Newton se interesé porlas Leyes de Kepler gracias a su andlisis de la tercera ley del movimiento
planetario, que relaciona el tiempo que un planeta tarda en orbitar alrededor del Sol (su periodo)
con la distancia media del planeta al Sol (su semieje mayor). Al intentar deducir la érbita de un
planeta, Newton utilizé sus propias leyes del movimiento y la ley de la gravedad. Sin embargo, se
encontré con una dificultad: la 6rbita de un planeta alrededor del Sol sigue una trayectoria que
cambia y no es constante, durante esta trayectoria a medida que el planeta orbita, su movimiento
cambia continuamente debido a la alteracion de la fuerza gravitatoria del sol, lo que lleva a ajus-
tes constantes en su direccion y velocidad. Por otro lado, las leyes del movimiento de Newton solo
describen pequenos cambios instant@neos de posicion durante el movimiento de un cuerpo, en
donde las fuerzas aplicadas son las mismas.

Newton comprendié que podia deducir la 6érbita del planeta al expresar estos cambios instantd-
neos en términos de la fuerza que actuaba sobre él en cada momento, para ello introdujo el
concepto de “fluxiones”, el cual era un punto que servia para representar como cambia la posicion
de un planeta al entrar en movimiento durante intervalos de tiempo muy pequeios, obteniendo asi
una imagen integrada de su orbita.

.
O P2 A
Py

Figura 12. Movimiento de un planeta bajo una fuerza central impulsiva, en donde una fuerza central impulsiva es un tipo
especifico de fuerza que actia sobre un objeto en una direccién hacia o desde un punto central. La caracteristica distintiva de
una fuerza central es que su magnitud depende tGnicamente de la distancia entre el objeto y el punto central, y no de la direccion
en la que se mueve el objeto. Para nuestro caso la fuerza central sera la gravedad que ejerce el sol sobre los planetas.
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Newton fue lo suficientemente inteligente para comprender que mediante
la mecdnica cldsica no podria calcular ni la velocidad ni la trayectoria que
sigue un planeta a lo largo de su o6rbita, sin embargo, &l propuso que en
lugar de cuantificar de una sola vez el movimiento de un planeta, podria
partir su cambio de posicion en fragmentos o instantes suficientemente
pequefos, al punto de considerar que el cambio de posicidon de un planeta
entre un punto y otro es igual a una cantidad que tiende a “cero” (es
infinitesimal), esto significa que entre un punto P_y P,prodactivamente no
hay ningln cambio de posicién en absoluto, pero si consideramos los
cambios que se van acumulando entre el punto P, y P, si que notaremos
un cambio sobre la posicion del objeto.

Newton consideraba que calcular la velocidad instantdnea puede ser
muy complicado, por lo que este problema lo abordd de forma muy
gradual. Partié de la definicién estdndar de velocidad de un cuerpo como
la distancia que recorre un cuerpo.en un tiempo dado dividida por el
tiempo, lo que lleva a la formula v=d /t,donde “d” es la distancia que reco-
rre el cuerpo a lo largo del eje “x” en el tiempo “t*;comenzando desde el
origen 0. Pero esta ciertamente no es la velocidad instantanea si la velo-

cidad cambia durante elintervalo de tiempo “t”".

Es por ello que para obtener la velocidad instantdnea en cualquier
momento durante la trayectoria orbital de un planeta, Newton vio que era
necesario considerar que el intervalo de tiempo durante el movimiento
del cuerpo tendria que ser muy pequeio. Si, en el tiempo (t), es un inter-
valo de tiempo muy corto durante el cual el planeta se ha movido una
distancia muy pequefa (x), entonces la relacion d/t serd muy pequefa, si
“t" es lo suficientemente corta, proporcionard una velocidad instanténea
del objeto mds exacta.

La forma en como podemos expresar que el incremento de la velocidad
debe tender a cero, es mediante un limite el cual exprese la relacion
distancia sobre tiempo 151_1,%-’3 d/At, el significado que Newton le otorgé a
esta expresion es la velocidad instantdnea de un cuerpo en un momento

0('
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Glosario

Tasa de cambio o
variacion

En matematicas y econo-
mia la Tasa de Variacion
es un concepto utilizado
para medir el cambio de
una variable en un
intervalo de tiempo
especifico. Se calcula
dividiendo el incremento
en lavariable dependien-
te “y"entre el incremento
en la variable indepen-
diente “x".
La Tasa de Variacion es
! fundamental en el andlisis
1 de fendmenos que
I experimentan cambios
I constantes, como el
! crecimiento econémico,
l |as tasas de interés o el
» desarrollo de poblacio-
: nes, ya que proporciona
' Una representacion
| cuantitativa de la tenden-
; cia de cambioenun
\‘periodo determinado.

e e e w e

“t". En esta expresion encontramos lo que es considerado, el comienzo de lo que ahora llamamos
cdlculo diferencial, el cual estd fundamentado en el cambio infinitesimal de una cantidad resul-

tante de los cambios infinitesimales de otra cantidad.

El método elegido por Newton para calcular la velocidad a la cual se mueve un planeta durante su
trayectoria, fue a través del calculo de la “tasa de cambio” respecto al tiempo de los cuerpos que

se encuentran en movimiento.

En Fisica, dentro del concepto de movimiento, la
velocidad es la tasa de cambio de posiciéon de un
objetorespecto al tiempo. Esta es consideradacomo
positiva si el movimiento es hacia adelante o nega-
tiva si es hacia atrds, o bien puede ser cero si el

Para Leibniz algo infinitesimal es
una cantidad que es mas pequeia
que cualquier cantidad concebible
por la mente humana y que por lo
tanto, es esencialmente igual a cero.

objeto estd en reposo.
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Explorando soluciones intuitivas al problema de la tangente

Gracias al conocimiento obtenido a partir del andlisis de las leyes de Kepler, Isaac Newton
(1643-1727) fue perspicaz al darse cuenta de que los conceptos de diferencial e integral pueden
combinarse mediante unarelacidninversa. En otras palabras, las diferenciales y-el calculo integral
son dos operaciones complementarias.

Newton propuso un nuevo teorema fundamental del cdlculo que expresaba lo dicho por Fermat en
términos mads simples y adaptados a la nueva matematica cartesiana. A través de este teorema,
podemos describir el movimiento de un objeto alo'largo del eje X.

A través del nuevo teorema fundamental del calculo, Newton establecié un grafico en donde se
vinculaelconcepto de derivada con elde integracion como una sumatoria de dreas. Para compren-
der este grafico pensemos en una funcion y=f(x) y supongamos que la grafica de la funcion se ve

como en la figura.

Glosario

Derivada
La derivada de una
funcién en un punto dado
puede interpretarse
geométricamente como
la pendiente de la recta
tangenteala curvaen
ese punto. La pendiente
de esta recta tangente
representa la tasa de
cambio instantanea de la
funcidn en ese punto.
Formalmente, si tienes
una funcion f(x), su
derivada en un punto “x”
estard representada
1 como f'(x) o (df /dx).Por
1 otro lado, la intetgral de
I una funcién f(x) enun
1 intervalo dado representa
! el area bajo la curva de
I f(x)dentrodeese
: intervalo. Formalmente, la
I integral definida de f(x)
» de “a” hasta “b”, esta se
1 representa como:

e

Eje.y

Punto méwvil “x”

Eje x

Figura 13. Representacién del teorema fundamental del calculo.

Para la explicacion de este teorema Gnicamente se considerard al primer
cuadrante del plano cartesiano, por lo que supondremos que la funcién
y=f(x), se encuentra completamente por encima de la regién negativa del
eje Yy aladerecha del eje X.

Asi que enfocandonos hacia la derecha del eje Y nos podemos preguntar
cudl es el area bajo la grafica y=f(x), la respuesta va a depender de qué
tan lejos quiero mover un valor “x” sobre el eje de coordenado de las X,
supongamos que quiero moverme hacia el lado derecho del eje X para
incrementar el area, entonces puedo tomar este valor “x” y moverlo tanto
como quiera hacia la derecha para indicar el crecimiento del area.

“w

Por lo tanto, si el valor de “x” es igual a un nimero grande, el drea debajo de
este grafico también serd grande, mientras que si el valor de “x” es igual a
un nidmero pequefo, el drea debajo del grafico serd pequefia, de hecho, si
“x" esigual a cero, entonces el drea debajo de la grafica sera cero.

Para indicar el area debajo de la grafica y=f(x) se empleara a la letra “4”,
porlo que “A” es el Grea debajo de y=f(x), de esta forma el Grea dependera
del valor que elegimos para “x” en otras palabras el area “A” estd@ en funcién
de “x”, o bien “A” depende de “Xx”, entonces matematicamente escribimos
esto como: A=A(x).
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La dependencia entre el Grea y el valor que eleglmos para “x”, es directamente proporcional, es
decir que entre mds grande el valor “x” el valor del area también serd mds grande y mientras mas
pequeno el valor de “x” mdas pequeio serd el valor del drea.

Ahora regresemos a la figura y veamos el grafico, si nos preguntamos cudl es la alturade lalinea
punteada que se proyecta desde el punto “x”, simplemente debemos de observar el valor de “y” en
ese punto que se encuentra en la curva y=f(x), por lo tanto simplemente es la funcion evaluada
en el valor de “x”, o bien la altura o la longitud de esta linea punteada es solo f(x) de la funcion

evaluada en este punto.

A f( X A continuacion hagamos un ejercicio
o f(x " Z mental e imaginemos que pasaria si
'--... n ” H
aumentamos en una cantidad muy
,,,,, i

”ff/ﬁfféﬁ/ﬁ”’é‘i//ﬁ *‘”"/ﬁ : , pequena, para representar el incre-
.,/,,_é., //ﬁf?f ﬁ‘?/fj‘?é' 2 Altura aproximada f(x). . f
G o= mento podremos considerar €l escri-
Z """ Base igual a &x. bir un punto “a” y a_esta pequeia
7 distancia que va de “x”“*hasta “a” la

;_; = Area del rectangulo = delta “x”
7 5% % f(x). conoceremos como delta “x”y sevaa
% e escribir como dx, (a0 este simbolo

X, ¢ Ejex tambien se le representa como Ax).

3)‘5 El hecho de mover un poco este punto
Figura 14. Representacion de un incremento en la velocidad en el teorema  “x” mds hacia la derecha, cambia el
fundamental del calculo. drea existente, pasando de medir del

“_n

origen hasta “x” a medir del origen
hasta el punto “a”, o bien hasta el nuevo incremento &x, en nuestro caso vamos a representar esta
contribucion adicional al area como una region sombreando en forma rectangular a la cual vamos
a llamarla como delta A, o bien (§A).

u »”

Para encontrar el valor de delta A, (6A), intentaremos entender exactamente qué es lo que nos
muestra este grafico, podemos observar que la altura de la linea en “x” es igual a f(x) y también
podemos ver que el ancho de esta columna es delta “x”, entonces puedo obtener un valor aproxi-
mado para esta drea asumiendo que es una seccidn rectangular, en donde para este cdlculo serd
necesario ignorar a este pequeno fragmento en forma de triGngulo que se encuentra en la parte
superior del rect@ngulo, siasumo que es una seccion rectangular, entonces el drea adicional delta
A, (8A)enformaderectangulo es f(x) multiplicada por delta “x”, eso es aproximadamente 6 A=f(x)-6x.

“u n

Si ahora dividimos ambos lados de la formula por delta “x”, (6x) eso me darda delta “A”, (5A) sobre

delta x (6x) igual a f(x), matematicamente expresado como:

S_A f(x)-6x
[0):¢ [0):¢ f(X)

Este resultado es la tasa de cambio en conrespecto ala distancia 6x, lo cual recibe el nombre
de la tasa de cambio de drea con respecto a “x” y lo que nos dice es que el incremento de drea
representado por la region rectangular es aproximadamente igual a f(x)

¢Como podriamos obtener un cdlculo mdas preciso? sin tener que dejar a un lado el drea del
pequefo fragmento en forma de triGngulo ubicado enla parte superior del recténgulo, una manera
de hacerlo mas preciso es haciendo que el rect@ngulo sea ain mas delgado al permitir que delta

X, (6X) sea mas pequenio.
Nao
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Veamos graficamente que sucede ahora si consideramos
que los punto “x” y “a” estdn cada vez mds juntos, podemos
suponer que la regidon sombreada es de hecho un rectdan-
gulo muy delgado con una altura f(x) y un ancho (6x) mas

Altura aproximada f(x). pequefo, por lo tanto el area rectangular es: Base X

" . Base igual a §x Altura: (Sx Xf(a)
*Area = 8 x f(x). Nos hemos acercado bastante al resultado real del drea
A . rectangular, sinembargo, este resultado siempre se puede
X a Ejex ” mejor ain mads, para ello lo que haremos serd hacer a delta

“x" cada vez mds pequeio, lo cuallo acercarainfinitamente
a cero, con ellolo que estaremos haciendo es proponer un
limite para delta “x” el cual lo expresaremos como:

0A
lim — = f(x)
§x—0 OX
¢Qué significa que hallamos obtenido f(x), el cual es el valor de la funcion original?, lo que nos dice
esta conclusién es que sitenemos una funcion y=f(x) y queremos encontrar el drea debajo de esta
grafica, lo que podremos hacer serd tomar el valor de la funcion como resultado del drea estaba-
mos buscando.

Esta respuesta también la podremos emplear en problemas prdcticos en donde estemos

buscando encontrar la velocidad a la que cambia el drea con respecto a los cambios en “x”, pues
ahora ya sabemos que su valor no es mas que el valor de la funcién.

“,

Para verlo de otra manera simple, cuando aumentamos un poco el valor de la distancia “x”, se
agrega una pequefa porcion al area cuyo ancho es muy pequefio y cuya altura es el valor de la

funcion misma, por lo que la velocidad a la que cambia el drea con “x” es igual en valor a la altura,
que es el valor f(x) de la funcion y=f(x).

2 | Cierre

Durante estos temas hemos explorado los desafios que condujeron al desarrollo del calculo dife-
rencial, centrandonos en el problema fundamental de determinar la recta tangente a una curva en
un punto especifico. Desde los antecedentes histdricos hasta la formalizacion del problema en el
calculo, hemos analizado como matematicos como Fermat y Descartes utilizaron enfoques intui-
tivos para abordar este problema, demostrando su ingenio y creatividad.




Para comprender con mayor claridad el teorema fundamental propuesto por Newton, te
solicitamos que leas el siguiente texto, al finalizar responde el cuestionario.

¢Por qué Newtonfue capaz de plantear la relacionentre el area y la tangente?

Newton fue capaz de descubrir esta relacion gracias a su §
enfoque como fisicay cientifico, en lugar de ver al calculo dife-
rencial e integral como dos calculos matematicos indepen-
dientes, el observo como se podian aplicar estos conceptos !
matematicos a fendmenos de la naturaleza en lo que se daban
cambios proporcionales en los graficos que expresaban una
relacion.

A partir de la relacion entre la fisica y la matematica, Newton
plantea los cambios y relaciones que se presentan en el andli-
sisdelosobjetos enmovimiento. Como ejemplo de lo propuesto
por Newton estudiemos el movimiento de un tren, digamos
que viagjamos de Madrid a Barcelona en el tren AV.E. que va aproximadamente a una velocidad
constante de 300 km/h, de esta forma en la grafica de velocidad se puede expresar asi.

Figura 15. Tren A.V.E que viaja de Madrid a Barcelona

Velocidad 300 km/h~1 hora A .
— ) Distancia 300 km 300x Recta pendiente — ~ >
km
300 T 600 p

Area =bx h=1x300=300 =
B 2
= & 300
2 .4
=3
'E Q
=

l l l
0 | | | ) 0 1 2 X )
1 2 3 Tiempo (hr) Tiempo (hr)

Figura 16. Grafico de velocidad, en donde representamos la velocidad del

tren como una funcion constante, en donde la velocidad no se modifica. Figura 17. Grafico de distancia durante la primera hora.

Conforme esta grafica ¢qué distancia recorrera este tren en una hora? Dado que la distancia es
igual a la velocidad x el tiempo, (d=vxt), multiplicamos el ancho que es 1, ya que es una hora, y la
altura es 300 km/h, por lo tanto el drea es 300 lo cual se puede interpretar como que la distancia
recorrida es de 300 km.

Ahora, echemos un vistazo al grafico de distanciay comparemos ambos graficos, como vemos el
valor del drea cuando ha pasado 1 h y el valor de la distancia después de 1 h coinciden, es decir
que el valor del areay el valor de la distancia es el mismo.

N



Velocidad 300 km/h=2 hora 300 x
x Distancia 600 km
300 m
h 600
p o«
B Area=bxh 'S
= =2 x 300 =600 =
2 300
= 7]
5] —~
= -
| | —+—>
0 1 2 3 Tiempo (hr) >
0 1 2 X
Tiempo (hr)
Figura 18. Grafico de velocidad a las 2 horas Figura 19. Grafico de distancia durante la segunda hora.

Siguiendo con nuestro andlisis ahora podriamos preguntarnos ;Coémo se veran los graficos de
dreay distancia del tren bala después de dos horas? Al ser ahora la base igual a2 el valor del area
es 600, (ya que 2x300=600), porlo que la distancia recorrida es también 600 km. Si observamos
cual es la distancia en el otro grafico podemos observar que después de 2 h la distancia es igual
a 600; como se puede ver existe una relacion entre ambos grdaficos, la cual se puede interpretar
como que a partirde la grafica de drea en donde se representa la velocidad constante en realidad
también se muestra la distancia recorrida del tren después de cierto tiempo.

A modo de prueba, si consideramos el tren bala después de “x horas”, la distancia recorrida serd
300x, y si representamos a la distancia como “Y”, veremos una nueva grafica de la distancia, en
donde Y=300x. Como ves a partir de una grafica de velocidad (ver figura 20) hemos derivado el
resultado hacia una grafica de distancia (ver figura 21).

; A .
Velocidad 300 km/h>x hora Recta pendiente
v » Distancia 300x km 300 x
300 XM
h F
. =%
E Area=bxh 0
= = x x 300 = 300x g
[
> a
l l
2 ! > >
3 Tiempo (hr
2 x 3 po (hr) - ) > e
Tiempo (hr)
Figura 20. Grafico de velocidad a las x horas Figura 21. Gréfico de distancia durante la hora x.

A

Recta
pendiente

Como vemos existe una relacion entre el valor del drea en el
grafico de velocidad y la altura de la recta pendiente de la grafica

w
=3
S
>

Distancia (km)

. R . ~ 600
de distancia, en este grafico podemos ver que a mayor drea P g
- .~ . are 3
mayor es la altura de la pendiente. Esto también significa que 30 A Az
podremos realizar una relacion inversa en donde si ahora de Y >
g 0 1 2 : Tiempo (hr)

manera contraria manipulamos la altura en “y” de la pendiente de
la recta en el grafico de distancia, podremos conocer que resul- 300 7
tado se obtiene en el drea del grafico de velocidad.
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s x
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La manipulacién de la variacion que sufre la ordenada (valor en y) de la recta tangente a la curva
cuando la variable independiente incrementa o disminuye en es también conocida como la dife-
rencial . En otras palabras al obtener la diferencial obtendremos los cambios en los valores en “x”
y por lo tanto en el drea del grafico de velocidad.

De estas graficas deducimos que si diferenciamos la distancia, obtenemos velocidad. Y a la
inversa sucede o mismo, como calcular el drea es una integracion, podemos decir que si integra-
mos la velocidad, obtendremos la distancia. De hecho, el cambio en el @rea para la velocidad y la
grafica de la distancia coinciden.

Como podemos deducir, la derivada de la distancia es la velocidad, y la integral de la velocidad
estd fuertemente relacionada con la distancia. Newton llamé a esta relacion una relacion inversa.

Cuestionario
Conforme la lectura responde las siguientes preguntas:

1.  ¢Cudl fue el enfoque distintivo'de Newton que le permitié descubrir la relacion entre el
dreay la tangente en el cdlculo diferencial e integral?

2. ;Como se expresa la relacion entre la distancia recorrida y la velocidad constante en un
tren utilizando gréaficos y formulas matematicas?

3. ¢Quérevelalacoincidencia entre el valor del area en el grafico de velocidad y la altura de
la recta pendiente en el grafico de distancia sobre la relacion entre estos dos
conceptos?

4. ;Cudl es larelacion entre la diferencial (recta pendiente) y los cambios en los valores de
“X", y por ende, en el area del grafico de velocidad?

5. ;Comoserelacionaladerivadade ladistancia conlavelocidadylaintegral de lavelocidad
con la distancia, segun la perspectiva de Newton sobre esta relacion?

Nas



Lee con atencion el siguiente texto

Elvehiculo se

-

El calculo diferencial e integral en la fisica

Durante la educacion media superior, se suele afirmar que el calculo diferencial e integral
representa un desafio particular, debido a.la complejidad de los simbolos y formulas que
pueden dificultar su comprension para muchas personas.

No obstante, una vez que se comprende el calculo diferencial e integral, se revela como este
se aplicafdcilmente anumerosos aspectos de nuestras vidas. Podemos explorar el concepto
del calculo diferencial e integral utilizando una nocion bdsica y familiar, como lo es el
movimiento de un vehiculo visto desde la perspectiva de la Fisica y las Matematicas
elementales.

Veamos qué implican la diferenciaciony laintegracion, para entenderlo mejor, consideremos

como se aplican estos conceptos a las relaciones entre “distancia”, “tiempo” y “velocidad”
en matematicas.

La diferenciacion consiste en comprender los cambios instantdneos “analizando minuciosa-
mente las situaciones”. Por ejemplo, si un automovil se desplaza a 45 kilbmetros por hora, su
velocidad se calcula utilizando la formula: velocidad = 252242

Tiempo

Siconocemos ladistanciarecorriday el tiempo empleado, podemos derivar unvalor Gnico llamado
“velocidad”. Sin embargo, como se vio en el ejemplo que se desarrolla durante un viaje del Puerto
de Veracruz a la Ciudad de México durante el cdlculo de la Tasa de Variacion instantdnea, en la
realidad, la velocidad no es constante; esta puede aumentar gradualmente desde el reposo, ajus-
tarse segun las condiciones del camino, el nimero de pendientes que reducen o aumentan la velo-
cidad, inclusive disminuir la velocidad hasta detenerse en un semdaforo, todo esto puede ocurrir en
una hora. De ello que el tipo de “velocidad” que estudiamos en matemadticas es la “velocidad
promedio”.

Todos estos cambios se
pueden medir, gracias a que los
automoviles estdn equipados

El vehiculo El vehiculo
disminuye su se detiene con velocimetros que mues-
totalmente tran con precision los cambios

de velocidad de momento a
momento.

mueve

s velocida e

mg:)df";;]te 7 d media Entonces, ;como podemos

a m, . .
por hora determinar la  velocidad
es igual a exacta de un automovil en un

instante especifico? Si se
quiere encontrar la velocidad

en un punto “x”, se necesita
hallar la velocidad instanta-

45km/h

Tiqmpo nea, en donde h tiende a cero,
(minutos lo que se expresa como:
20 min 40 60 _ o S+ ) - f(x)
= lim
h—0 h
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Como sobemos uhoro la expresion anterlor es una formo de representar la derivada en un
punto, sin embargo, otra forma de representarlo cuando consideramos a los dos elementos de

la velocidad, “distancia” y “tiempo” es representéndolos como:
Cambio de distancia muy pequeiio

Velocidad instantanea = - - —
Cambio de tiempo muy pequeilo
Esta aproximacion del concepto de velocidad hacia cero la podemos entenderlo asi: La veloci-
dad instant@nea se logra dividiendo los cambios de distancia y tiempo en partes mindsculas
infinitesimales, y al examinar estos pequefos cambios con detalle se denomina «diferencia-
cion».

Por otro lado, la integracion consiste en acumular, reunir y sumar secciones o dreas que estan
separadas o divididas. La integracion permite sumar cambios instantédneos de un objeto en
movimiento de tal forma que se puede determinar la cantidad total de desplazamiento.

De esta forma si la derivada intenta fragmentar en un sinfin de partes.un total para irse apro-
ximando de a poco hacia un limite,laintegral intenta acumular y'reunir esas partespara sumar-
las, como ves es por ello que se dicen que son conceptos opuestos

Volviendo al ejemplo de la velocidad, si un automévil viajé durante una hora y su velocidad se
dividié en tres secciones, encontramos que alcanzé una velocidad de 60 km/h durante los
primeros 20 minutos (o bien 0.333 horas), 40 km/h durante los siguientes 20 minutos (o bien
0.333 horas) y 35 km/h durante los dGltimos 20 minutos.

Si calculamos la distancia recorrida por este automoévil en una hora utilizando la férmula
“Distancia=VelocidadXTiempo”, obtenemos 20 km para los primeros 20 minutos, 13.33 km
paralos siguientes 20 minutos y 11.77 km para

los Ultimos 20 minutos, lo que suma aproxima- A
damente un total de 45 km.

_~ Elvehiculose mueve |
~ __ rapidamente a 60 ‘
Kmfh

-‘?

=
En este caso, la velocidad del automovil enE L

@00
cada seccion se considera simplemente E ")
como la “velocidad promedio”, lo que significa . 9. 45 km/h
que dentro de todo el recorrido la velocidad E 'y - -
puede cambiar constantemente y puesto que 4 ®
la velocidad promedio es solo un cdlculo . <
A £

aproximado, la distancia que se obtiene o
El vehiculo se |

.

mediante esta velocidad promedio también mueve lenamente c @

serd aproximada. a40Kkmh ‘@ ) ==
' 2 El vehiculo se detiene

Para calcular la distancia recorrida con E E v 9 s

mayor precision podemos realizar medicio- g = * &

nes de intervalos extremadamente peque- 2 4 6 Minuto

nos, de tal forma que obtengamos una distan-
cia probable que se acerca mds al resultado verdadero, esta distancia se expresara como:

Distancia probable=(V.1)X()+(V.I)X(t)+...
En donde, (V.1.): Velocidad Instantaneay (t): Un pequenio lapso de tiempo.

Al sumar todos estos fragmentos de distancia, se obtiene una distancia probable extremada-
mente precisa. En donde la integracion de estos pequefios cambios para encontrar la canti-
dad total se llama integracion.
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Cuestionario
Conforme lo aprendido responde las siguientes preguntas.

1.  ¢Como se define la diferenciacion y qué implica en términos de cambios instantédneos?

2. ¢Cémo se puede entender la integracidon en términos de acumular y reunir cosas que
estan divididas?

3. ¢Cudl es el propodsito de calcular la velocidad instantdnea en un instante especifico?

4. ¢Como se calcula la distancia recorrida con mayor precision utilizando la integracion?




Aplicaciones de funciones
de variable real o

Apertura

Las funciones son herramientas que podemos emplear para describir diferentes relaciones
del mundo real en términos matematicos. Como ejemplo, mediante el uso de las funciones
podemos expresar en términos matematicos el movimiento de un objeto o cuerpo a lo largo del
tiempo, proporcionando asi herramientas precisas para modelar y predecir su trayectoria. Por
ejemplo, en la_ mecdanica clasica, las ecuaciones del movimiento de Newton describen como la
posicion, la velocidad y la aceleracion de un objeto cambian en funcion del tiempo. Estas ecua-
ciones se expresan a menudo mediante funciones como las ecuaciones de posicion, velocidad y
aceleracion, las cuales pueden ser funciones de variables como el tiempo. Ademads, funciones
como las trigonométricas se utilizanpara describir movimientos oscilatorios o periédicos, como
el movimiento arménico simple.

Por otro lado, las funciones matematicas también son cruciales para describir fendbmenos socia-
les como el crecimiento poblacional en términos matematicos. En el estudio de la demografia,
modelos como el de crecimiento exponencial y el modelo de crecimiento logistico se utilizan
comidnmente para representar como cambia el tamafio de una poblacién en funcién del tiempo.
Estos modelos se basan en ecuaciones que relacionan la tasa de crecimiento de la poblaciéon con
la poblacién actual y pueden incluir factores como la tasa de natalidad y la tasa de mortalidad.

Un ejemplo de ello lo podemos observar al graficar la funcién de nacimientos registrados anual-
mente en México desde 1990 hasta el 2024, en esta representacion del comportamiento de naci-
mientos podemos deducir que estos van a la baja, también observamos durante 2019 y 2020 estos
tuvieron un fuerte descenso debido a la pandemia del Covid-19.

Nacimientos registrados Anualmente
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.
‘“‘-«.
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registrados
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500000

0
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Figura 22. Nacimientos registrados anualmente presentados desde 1990 al 2022.
https.;//www.inegi.org.mx/temas/natalidad/

De esta forma, las funciones matematicas permiten analizar y comprender el comportamiento
dindmico de las poblaciones humanas y animales, lo que resulta fundamental para la planifica-
cion y la toma de decisiones en diversos dmbitos, desde la salud publica hasta en dreas de la
biologia relacionadas con la conservacion de recursos naturales.
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Situaciones cotidianas bajo la lupa matematica

Mediante el uso de las funciones podremos examinar casos especificos de fendbmenos
naturales y artificiales en los cuales el concepto de “cambio” desempefna un papel fundamental y
arraigado a la naturaleza de estos fendmenos. Es decir que mediante las funciones podremos
comprender como ocurre el cambio en diferentes situaciones y casos de estudio, en donde se
identificaran los factores que lo impulsan y entender las consecuencias que tiene en el sistema
en cuestion.

Por ejemplo, en el caso del movimiento fisico de objetos, a través del uso de funciones se podria
estudiar como la fuerza aplicada a un objeto o cuerpo provoca un cambio enla velocidad y direc-
cién que este desarrolla. Pensemos, en el movimiento de un automévil, podemos examinar coGmo
la aplicacion de la fuerza del motor afecta su velocidad y como la friccion con la superficie de la
carretera influye en sentido opuesto a su movimiento.

Un ejemplo clasico en Fisica, es la modelacion del movimiento de un automévil en una dimension,
el cual sigue una trayectoria en linea recta después de aplicarle una fuerza constante. Para
presentar este ejemplo utilizaremos las ecuaciones bdsicas del movimiento rectilineo uniforme-
mente acelerado (MRUA), para ello, supongamos que el automaovil tiene una masa “m” y aplicamos
una fuerza constante “F” sobre él. La aceleracion resultante ser@ a=F/m, de acuerdo con la
segunda ley de Newton.

Ahoraq, la velocidad del automoévil cambiard con el tiempo segln la relacion:
v(t)=v0+at
en donde:
B v(t): eslavelocidad del automoévil en un momento “t después de iniciar el movimiento.

B v,: eslavelocidad inicial del automovil (en t=0).
B a:eslaaceleracién constante.

Integrando esta expresion, podemos obtener la posicion del automavil en funcion del tiempo:
x(t)=x0+v0t+Y% a-t*
en donde:

B x(t): eslaposicion del automovil en un momento “t” después de iniciar el movimiento.
® x,eslaposicion inicial del automovil (en t=0).

Si ahora nos enfocamos hacia las ramas sociales de la ciencia, mediante el andlisis de los grafi-
cos y modelacion de funciones podremos comprender los diferentes fendbmenos sociales en los
cuales se emplea el concepto de cambio. Por ejemplo, se pueden analizar los factores de cambio
que influyen en una sociedad como el tamafio de la migracion, la composicion de una poblacion a
lo largo del tiempo (nGmero de personas jovenes, en edad media, edad avanzada y en la vejez) y el
crecimiento poblacional.
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Un ejemplo sencillo para analizar los cambios en la situacién financiera de una poblacion es
mediante el modelo de crecimiento econdémico. Este modelo de crecimiento exponencial se basa
en la idea de que el crecimiento econdmico de una poblacidon puede expresarse mediante una
funciéon matematica que se asemeje a una funcion exponencial, la cual se puede expresar de la

siguiente manera:
P(t)=P Xer-t
en donde:

W P(t):eslapoblacion en el tiempo t.

® P, eslapoblacion inicial'en el tiempo t=0.

B r:eslatasade crecimiento de la poblacion.

I e:eslabase del logaritmo natural (aproximadamente igual a 2.71828)

Modelando variaciones mediante operaciones basicas

Cada uno de los casos mencionados anteriormente son un ejemplo de la relacion entre una
variable, conocida como variable de entrada “x”,'y una segunda variable “y”, lamada variable de
salida. Mediante las funciones podemos identificar la regla mediante la cual se establece una
relacion entre dos variables, mediante la identificacion de esta regla se puede asignar exac-

tamente un valor para cada variable de salida conforme su correspondiente valor de entrada.

Una forma sencilla en como podemos comprender o
que es una funcion es viéndola como una maquina que 0 Valores de
es capaz de convertir un valor de entrada que se coloca entrada

en su embudo, lo procesa en su interior mediante una
regla y finalmente lo arroja convertido en otro objeto,
que sale por su.canal como un valor de salida.

i Valores
Otra forma de representar una funcién es mediante un Funcionamiento de

- de
diagrama de flechas como el que se muestra en la | 1@ m“_qu'”cl‘ {I:eglg‘ ) salida
figura adjunta. En este diagrama cada flecha relaciona R H

a un elemento del grupo A llamado “Dominio” con un
elemento del grupo B conocido como “Codominio”.

Dentro de este diagrama, la flecha indica que el valor de ./—\/i\f(a) Rango
salida f(x) estd asociada con el valor de entrada x, por _i_)
otro lado la flecha en f(a) nos indica que este valor de m )

salida est@ asociado con el valor de entrada a, etcétera.

Para comprender mejor aln este diagrama se buscara

aclarar las diferencias entre los conceptos de dominio, g
codominio y rango de una funcion.

f
e & 7 25

Figura 23. Diagrama de flechas para representar a una

funcion (f).
N
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Dominio Se entiende como el conjunto de todos los valores de entrada paralos cuales la funcion
de una esta definida. En otra conceptualizacion, el dominio se entiende como la coleccion de
funcion todos los posibles valores que puede tomar la variable independiente.

Funciones reales

Glosario

Funcion real
Es una funcion cuyo
dominio (D), codominio y
I rango (R) pertenecen al
1 conjunto de los nimeros
I reales (R).

N

Es un/concepto matemadtico que describe la relacidon entre un conjunto
de valores'de entrada expresados en nimeros reales y un conjunto de valores
de salida expresados también en nimeros reales en simples palabras, una
funcion real toma un ndmero real como entrada y produce otro namero real
como salida.

Otra condicién para que una correspondencia sea considerada como una
funcién real, es que esta debe cumplir con la condicién de unicidad, es decir
que para cada valor del dominio le corresponderda Gnicamente un valor en el codominio.

A continuacion, veamos estos dos ejemplos en donde se buscard que se comprenda con mejor
facilidad que es una funcidn real.

Tanto el dominio Unicamente las

1 >3 gg{gﬁ elrango variables del
) >6 expresados rango estdn
~ expresadas
como nimeros mediante
3 ————>9 reales (R) .. es

! nameros reales
una funcién real.

4 > 12 (R) ~ noesuna
4 funcién real.
4 T §p

Recuerda que los nimeros reales
(R) son el conjunto de nimeros que

l
» »
e
>
3 >
>
3
»
v
>
3
>
'
>
L
»
»
>
>
v >
’
»
>
>
v v
»
»
e
>
»
» v
»
b >
»
» »
»
>
b
»
s
>
e
e
>
>
»
>
» »
!



Es tu turno de responder si las siguientes funciones cumplen con lo rimientos para
ser considerada como una funcién real. Para orieatarte_én_e.ste ejercicio, se ha respondido.

el primer inciso. | N ‘J )

c)




Métodos para representar una funcion real.

Para mostrar la regla que rige exactamente sobre los valores de salida por cada valor de
entrada de una funcidn se pueden emplear cuatro métodos, entre los cuales estdn el uso de datos
numeéricos, la representacion mediante un grafico, a partir de la descripcion verbal y a través de
una ecuacion.

Para representar numéricamente a una funcion, lo podemos hacer mediante el método de “pare-
jas ordenadas”, A través de este método se indicara la correspondencia entre los valores de la

coordenada “x” y la coordenada “y” de una funcioén, para ello estos valores se dispondrdn en pares
de valores dispuestos en paréntesis y separados por una coma.

fO)={(x1,y1),(x2,y2),(x3,y3),(x4,y4),(x5,y5),(xn,yn)}

Por otro lado para representar gréficamente a una funcion serd necesario que construyamos una

tabla, en donde se muestren los valores de la coordenada “x” y la coordenada “y” de una funcion.

Ejemplo. El costo de la gasolinafrente a la cantidad de gasolina que fue vendida.

x=Costo de la gasolina // 1 2 3 4 5
f(x)=Cantidad de gasolina 20.53 |41.06 |61.59 82.12 102.65
vendida, (precio-en pesos)

Tabla 1. Precio de la Gasolina

Posteriormente a la construccion de la tabla, en la representacion grafica de una funcién se suele
hacer una representacion en el plano cartesiano en donde se emplean un conjunto de puntos
(x,). Esta es la formamas practica y comoda para representar un conjunto de valores vinculados
mediante una relacion, en donde a partir de interaccién de dichos puntos en el plano podemos
observar larelacion que existe entre el dominio y el codominio de la funcidon y=f(x). Un ejemplo de
representacion grafica de una funcion se muestra en la figura adjunta.

Con respecto al método de descripcion verbal

140 empleado para puntualizar la relaciobn de una
funcién, en este se emplean palabras que nos indi-
120 cian la regla que existen entre el dominio (valor en x)
o0 (5, 102.65) y el codominio (valor en y) de la funcién. Por ejemplo,
mediante palabras como “el resultado es el doble
a0 4,82.12) de”, “es el triple de”, “se eleva al cuadrado”, etcétera.
¥6159) Estos son términos que nos indican el producto que
60 se obtiene después de haber introducido un valor de

© (2”41.06) entrada “x” dentro de la funcion.
/ Si deseamos describir una funcién mediante una
20 (0.97,18.45) ecuacion deberemos expresar de forma algebraica
la regla que vincula a las dos variables dentro de

0 ] 5 3 3 5 A 7 A 3 una funcién, las cuales serian;

Figura 24. Representacion grafica de una funcién
x: La variable independiente (valor de entrada).

y: La variable dependiente (valor de salida).
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La notacion que se empleo comUnmente para expresar de forma algebraica a
las funciones es y=f(x), esta se lee como “el valor de y estd en funcion del
valor de la variable x” o “el valor de y depende de del valor en x”, esto significa
qgue al calcular f(x) obtenemos un valor de salida de la funcién. Como ejemplo
de la expresion de las funciones a partir de una ecuacion en la forma y=f(x)
tenemos la siguiente expresion:

f(x)=2x+5

[

Dénde:

= f(x) representa la variable dependiente.
B xeslavariable independiente.

B La expresion 2x+5 es la regla de la funcion que describe como se
relacionan los elementos del dominio con los del codominio.

Otro ejemplo de una funcion real se presenta mediante la forma y=ax, en
donde a>0 y a#1. En esta expresion conocida como “funcion exponencial”la
variable x se encuentra en el exponente y la base 'de dicha potencia es una
constante positiva, distinta de 1.

Las funciones exponencidles son funciones reales las cuales poseen su domi-
nio en los nidmeros reales (R) que se caracterizan por poseer una tasa de
crecimiento directamente proporcional al valor de la funcion. Esta caracteris-

tica propia de las funciones exponenciales permite que a través de estas los 1

matematicos puedan modelar eficazmente muchas situaciones de la vida
diaria que se dan en la naturaleza y nuestro entorno.

Un ejemplo en donde se utilizan las funciones exponenciales es en el estudio
de microorganismos, por ejemplo, se estudian a las levaduras las cuales se
utilizan para favorecer los procesos de fermentacion dentro de alimentos
como el pany en la produccién del vino.

La forma en como ser reproducen y crecen las células de levadura es de
forma exponencial, conforme algunos experimentos se sabe que las células
de levadura se triplican cada hora, de esta forma a partir de 2.5 g de levadura
después de horas se habria formado la siguiente masa de levadura:

Figura 25. Representacion grafica de la
ecuacion m(t)=2.5-3t

- A
Glosario

Funcion
exponencial
Las- funciones con una
ecuacion de la forma
f(x)=a* se llaman funcio-
nes exponenciales, en
donde “a” pertenece a los
ndmeros reales (R) y es
mayor que cero Yy diferen-
tedel,(a€R,a>0ya#l)
En donde para esta defini-
cion, el caso en donde
a=1 estd excluido de esta
ya que si a=1 entonces al
sustituirlo dentro de la
forma f(x)=a* obtendrio-
mos 1x=1, lo cual nos da
como resultado a una fun-
cion constante f(x)=1.
1 Ademas, dado que los va-
1 lores de una funcién expo-
! nencial son todos positi-
1 vos, “a” debe ser mayor
: que cero (a>0), por lo que
: las funciones exponencia-
' les no tienen ceros. El do-
1 minio (D) para las funcio-
j Nes exponenciales es el
1 conjunto de todos los nu-
| meros reales, por otro
I lado el rango (R) para una
1 funcion exponencial es el
! conjunto de todos los nu-

"meros reales positivos.

.

- .

en

Tiempoen | Masaen N ol
horas (t) | gramos (m) o
0 2.5
50
1 15 ,
2 225 of [ 2007
3 67.5 " La funcién que se ha obtenido a partir
4 202.5 (2, 22.5) de esta tabla se puede describir
5 607.5 Iy mediante la ecuaciéon m(t)=2.5-3¢,
6 1822 5 donde la variable independiente t que
7 54675 101](1,7.5) aparece en el exponente del término de
(0, 2.5) la funcién pertenece a los nimeros
8 16402.5 T 50 o —-0) 0 % naturales (t €EN).
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Aplicaciones interdisciplinarias del modelado de funciones de camblo

El modelado de funciones es un proceso matematico fundamental que implica la represen-
tacion de relaciones entre variables. Consiste en encontrar una expresion matematica que
describa de manera precisa y concisa el comportamiento de una funcién en términos de valores
de entrada “x” y sus valores de salida f(x). Esto implica identificar patrones, relaciones y caracte-
risticas clave dentro de los datos para crear un modelo que expresar esta relacion, asi como que
también pueda predecir y explicar el comportamiento de la funcion en diferentes situaciones.

El modelado de funciones es considerado como una herramienta poderosa e indispensable para
observar los cambios que tienen las variables en diversas disciplinas, por ejemplo, en dreas como
la economia, la biologia y la fisica, el uso del modelado de funciones y su representacion grafica han
demostrado ser una herramienta invaluable para comprender y prever fendomenos complejos.

Como un ejemplo de modelado de funciones empleado en economia tenemos un modelo bdsico
de oferta y demanda para un producto que se mueve dentro deren un mercado competitivo,
mediante este podremos comprender y predecir el comportamiento de variables clave en distin-
tos contextos.

Dentro del modelo de oferta y demanda, representaremos a la demanda de un producto como

D(p), la cual puede modelarse como una funcidn inversamente proporcional al precio “p”, es decir,

D(p)=a—bp, en donde respectivamente. “a” y “b” son pardmetros que reflejan la disposicion de los
consumidores a pagar por un producto y la percepcion de valor del producto acorde al precio.

Por otro lado, la oferta S(p) puede representarse como una funcion lineal S(p)=cp+d, respecto al
costo o precio del producto “p”, en donde indica la tasa de cambio de la cantidad ofrecida
respecto alprecioy “d” es el intercepto en eI eje vertical. Cuando la cantidad demandada es igual
a la cantidad ofrecida, D(p)=S(p), se dice que el producto ha alcanzado su punto de equilibrio
dentro del mercado, lo cual nos permite ofrecer un precio justo conforme a la demanda que tiene

el producto en el mercado.

1 Cierre

En resumen, hemos explorado la importancia del cambio en diversos fendbmenos, desde el
movimiento fisico hasta fendmenos sociales como lo es el crecimiento econdmico poblacional.
También hemos analizado como los conceptos de funciones reales nos ayudan a modelar estos
cambios, utilizando herramientas como graficos y ecuaciones. Ademads, hemos examinado casos
de estudio en campos como la biologia cuando observamos a partir de un grafico la reproducciony
crecimiento las células de levadura, destacando como el modelado matematico de la oferta y
demanda. Como se pudo apreciar, el estudio de las funciones reales nos permite comprender mejor
el mundo que nos rodea y desarrollar soluciones innovadoras para los desafios que enfrentamos.

El intercepto en el eje vertical es el punto en el que una linea, curva o funcion intersecta el
eje vertical Y de un sistema de coordenadas. En el contexto de la economia, especifi-
camente en el modelo de oferta y demanda mencionado anteriormente, el intercepto en el
eje vertical de la funcion de oferta representa el valor de la cantidad ofrecida cuando el
precio es cero. Esto puede interpretarse como la cantidad minima que los productores
estdn dispuestos a ofrecer al mercado sin importar el precio.




Identifica elementos en funciones, observa el ejemplo.

Resistencia a la tension. Considere el grdafico iFing'o?fS) el cual muestra la prueba
habitual para determinar las propjedéd micdniees del acero, la cual-es conocida como
lla de acero se estira lentamente en tension

la prueba de tensidn direc q,_egestgpna va
hasta que se rdmp}a. ‘[ !

2330 | y a) Identificar el conjunto
_i’; """""""" —— conjunto de salidas.
Limite ractura
g elastico del material
= - | |
7340 -
Yo [eeeeeeerenens 'E ‘3 )
. is funcion? !
E o 5§ -
[=] 5 3 =
5] g g b=} g
= S8l oy i '3 !
I I mm/mm zona de endurecimiento
0 | | | Estrés i
SO | |, 0.04 ~0.10

Figura 26. Grafica esfuerzo deformacion del acero. - d) Entre que valores en x el acero sufre una
reduccion en su drea transversal haciendo

que este se estreche.

de

b) (ks Ia}_relac_ién representada en la figura una

c) Entre que valores en x el acero entra en la



Para los incisos mostrados a continuacion realiza las siguientes acciones en cada una de

S ( los siguientes enunciados.
; b% = a) Identificar la representacion de la relacion como numérica, algebraica, verbal o
s =G & grafica. &
“’., Q < b) Indica la descripcion y las unidades de medldo de las \Lrlaglgid% eh_oldo y de
salida, 1 |
¢) Indicar si larelacion es una funcién o no. B EBrRY

d) Sila relacién es una funcién, dibuja un diagrama de entrada/salida; si la relacion no
es una funcioén, ex_ﬁca_ﬁsor qué no | loes.

1. Riesgo [ide dTal:Tetes_.*El'Liesgo, como + 2. Puntajes de examenes. El puntaje bruto

g “"_ porben je, de que un mexicano promedio de un estudiante en un examen de ingreso
“ ( desarrolle diabetes estarelacionadoconel con 40 preguntas ponderado con igual
] porcentaje de sus familiares dentro de dos valor para cada inciso, matenfothomente

generaciones que han ‘tenido diabetes. se puede expresar como cuando obtiene

(Utiliza " para representai al porcentaje de - “x” respu?stos_corxectamente

sus familiaresy pararepresentarla ftl_nc pn

o reIGC|on) [

-

\

3.Ventas de consolas y videojuegos. El grafico muestra las ventas de Consolas y Video-
juegos entre 2005y 2008.

Miles de Consolas y Videojuegos
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